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�« ¢  1�¢¥¤¥¨¥�¢ â®¢ ï â¥®à¨ï ª «¨¡à®¢®çëå ¯®«¥©   á¥£®¤ïè¨© ¤¥ì ï¢«ï¥âáï  ¨-«ãçè¨¬ ¯à¥â¥¤¥â®¬   ®¯¨á ¨¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨© í«¥¬¥â àëå ç áâ¨æ [1℄, [2℄.Ǒ® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ¨§ãç¥¨¥ ª «¨¡à®¢®çëå â¥®à¨©, ¯®áâà®¥¨¥ á®£« á®¢ ëå¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨© ª «¨¡à®¢®çëå ¯®«¥©,   â ª�¥ à §à ¡®âª  ¬¥â®¤®¢ ¨å ª¢ â®¢ -¨ï ®ª §ë¢ îâáï ®¤¨¬¨ ¨§ æ¥âà «ìëå ¢®¯à®á®¢ á®¢à¥¬¥®© â¥®à¥â¨ç¥áª®©ä¨§¨ª¨.�¤®© ¨§ ¯¥à¢®© à ¡®â, ¯®«®�¨¢è¥©  ç «® ¯®áâà®¥¨î ª¢ â®¢®© â¥®à¨¨ª «¨¡à®¢®çëå ¯®«¥©, ï¢«ï¥âáï ¨§¢¥áâ ï à ¡®â  �.�. � ¤¤¥¥¢  ¨ �.�. Ǒ®¯®¢ [3℄, ¢ ª®â®à®© ¡ë« ¯à¥¤«®�¥ ¯à®áâ®© ¬¥â®¤ ®¯¨á ¨ï ª¢ â®¢®© â¥®à¨¨ ª «¨¡à®-¢®çëå ¯®«¥©, ®á®¢ ë©   ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ä¥©¬ ®¢áª®£® äãªæ¨® «ì®£®¨â¥£à « . � «ì¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥ [4℄ ª ª äãªæ¨® «ìëå â ª ¨ ®¯¥à â®àëå¬¥â®¤®¢ ª¢ â®¢ ¨ï ª «¨¡à®¢®çëå â¥®à¨¨ ¯®§¢®«¨«® áãé¥áâ¢¥® à áè¨à¨âìª« áá ¨áå®¤ëå ¯®«¥¢ëå ¬®¤¥«¥©, ¨ ¢  áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¬¥â®¤ë ª¢ â®¢ ¨ï ¯®-§¢®«ïîâ à ¡®â âì ¯®çâ¨ á «î¡®© ª «¨¡à®¢®ç®© ¯®«¥¢®© â¥®à¨¨, ¨áª«îç ï «¨èì¥ª®â®àë© á¯¥æ¨ «ìë© ª« áá â¥®à¨© á ®¯à¥¤¥«�¥ë¬ â¨¯®¬ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¬¥�¤ã£¥¥à â®à ¬¨ ª «¨¡à®¢®ç®©  «£¥¡àë.� â®çª¨ §à¥¨ï ¯à®¡«¥¬ ª¢ â®¢ ¨ï  ¨¡®«¥¥  ¤¥ª¢ â®© ä®à¬ã«¨à®¢ª®©ª «¨¡à®¢®ç®© á¨¬¬¥âà¨¨ ¢ ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ï¢«ï¥âáï ¥�¥ ®¯¨á ¨¥ ¢ â¥à¬¨- å £ ¬¨«ìâ®®¢®© (¨«¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®©) à¥¤ãªæ¨ï [5℄, [6℄. � íâ®¬ ¯®¤å®¤¥ ä¨§¨-ç¥áª®¥ ä §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢® â¥®à¨¨ ®â®�¤¥áâ¢«ï¥âáï á ä ªâ®à®¬ ¯®¢¥àå®áâ¨á¢ï§¥© ¯¥à¢®£® à®¤  ¢ à áè¨à¥®¬ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¯® ª «¨¡à®¢®çë¬¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬, á£¥¥à¨à®¢ ë¬ íâ¨¬¨ á¢ï§ï¬¨,   ä¨§¨ç¥áª¨¥  ¡«î¤ ¥¬ë¥®â®�¤¥áâ¢«ïîâáï á ª «¨¡à®¢®ç® ¨¢ à¨ âë¬¨ äãªæ¨ï¬¨   à áè¨à¥®¬3



ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¯à¨¨¬ îé¨¬¨ ¥ã«¥¢ë¥ § ç¥¨ï   ¯®¢¥àå®áâ¨ á¢ï-§¥©.�¤® ¨§ ¢ �ëå ä¨§¨ç¥áª¨å ¯à¨«®�¥¨© £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ á¢ï§ ® á¯®áâà®¥¨¥¬ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬ [7℄, [8℄. Ǒ¥à¢® ç «ì®, ¨â¥£à¨àã¥¬ë¥ á¨á-â¥¬ë à áá¬ âà¨¢ «¨áì ª ª ª ¤¨¤ âë   à®«ì ¬®¤¥«¥©,  ¤¥ª¢ â® ®¯¨áë¢ î-é¨å á¢®¡®¤ë¥ ¯à¨¡«¨�¥¨ï ª®ªà¥âëå ä¨§¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬. �¤ ª® ¢ ¥¤ ¢¥¥¢à¥¬ï ¡ë«® ®¡ àã�¥®, çâ® ¤¨ ¬¨ª  ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬, ¢®§¨ª îé ï  ¯à®áâà áâ¢¥ ¬®¤ã«¥© ¯®«¥¢ëå â¥®à¨¨ á à áè¨à¥®© áã¯¥àá¨¬¬¥âà¨¥©, ¯®§¢®-«ï¥â ¯®«ãç âì â®çë¥ (¥¯¥àâãà¡ â¨¢ë¥) à¥§ã«ìâ âë ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ª¢ -â®¢®© â¥®à¨¨ [9℄ (á¬. â ª�¥ ®¡§®à [10℄), ¨ ®¤¨¬ ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ â ª®£® å à ªâ¥à ï¢«ï¥âáï ¢ëç¨á«¥¨¥ � ©¡¥à£®¬ ¨ �¨ââ¥®¬ â®ç®© ¨§ª®í¥à£¥â¨ç¥áª®© ç áâ¨íää¥ªâ¨¢®£® ¯®â¥æ¨ «  N = 2 áã¯¥à-á¨¬¬¥âà¨ç®© â¥®à¨¨ �£ -�¨««á  [11℄,[12℄.� §¢¨â¨¥ ¥¯¥àâãà¡ â¨¢ëå ¬¥â®¤®¢ ª¢ â®¢®© â¥®à¨¨ ¯®«ï ¨ ¢ ª ª®© ¬¥à¥¥ ®â¬¥ï¥â â¥®à¨î ¢®§¬ãé¥¨©, ¯®áª®«ìªã â¥®à¨ï � ©¡¥à£ -�¨ââ¥  ¯®§¢®«ï¥â¯à¥¤áª § âì «¨èì ®¯à¥¤¥«�¥ãî ç áâì â®çëå ¢ª« ¤®¢ ¢ íää¥ªâ¨¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥,  ¯®¤å®¤, á¢ï§ ë© á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¤ã «ì®áâ¥© [13℄, [14℄, [15℄, [16℄ ®á®¢ë¢ -¥âáï   ¨¤¥¥ á¢¥¤¥¨ï ®¯à¥¤¥«�¥ëå ¢®¯à®á®¢ ®¤®© â¥®à¨¨ ª ¯¥àâãà¡ â¨¢ë¬¢ëç¨á«¥¨ï¬ ¢ ¤àã£®©. � á¢ï§¨ á íâ¨¬, ¯à®¡«¥¬ë, á¢ï§ ë¥ á à §¢¨â¨¥¬ ¯¥à-âãà¡ â¨¢ëå ¬¥â®¤®¢, ¯à¨®¡à¥â îâ ¥é�¥ ¡®«ìèãî  ªâã «ì®áâì.�á®¡ë© ¨â¥à¥á ¯®-¯à¥�¥¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¯à®¡«¥¬ë ®¡é¥ª®®à¤¨ â®© ¨-¢ à¨ â®áâ¨ ¯¥àâãà¡ â¨¢ëå ¬¥â®¤®¢ ª¢ â®¢ ¨ï,   â ª�¥ ¯à®¡«¥¬ë  ¤¥ª¢ â-®© à ¡®âë á ª¢ â®¢®© ª «¨¡à®¢®ç®© á¨¬¬¥âà¨¥©. �¯ëâ à ¡®âë á ª «¨¡à®¢®ç-ë¬¨ ¯®«¥¢ë¬¨ ¬®¤¥«ï¬¨ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íâ¨ ¯à®¡«¥¬ë â¥á® á¢ï§ ë ¬¥�¤ãá®¡®©. � ¨¬¥®, ¨¤¥¨ ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, â ª¨¥  ¯à¨¬¥à, ª ª ¨¤¥¨ ¬¥â®¤®¢����-ª¢ â®¢ ¨ï [4℄ (á¬. â ª�¥ ®¡§®à [5℄), ¯®§¢®«ïîâ à¥è¨âì ¥ª®â®àë¥ ¯à®-¡«¥¬ë ®¡é¥ª®®à¤¨ â®© ¨¢ à¨ â®áâ¨ ª¢ â®¢®© â¥®à¨¨. Ǒà¨ç¨  íâ®£® á®-áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢®¯à®á ®¡é¥ª®®à¤¨ â®© ¨¢ à¨ â®áâ¨ ¨«¨, ¯®-¯à®áâã, ª®-¢ à¨ â®áâ¨ ¬®�¥â ¡ëâì á¢¥¤�¥ ª ¢®¯à®áã ®¯¨á ¨ï ¥«¨¥©ëå ¬®£®®¡à §¨©¢ â¥à¬¨ å à¥¤ãªæ¨®ëå ¯à®æ¥¤ãà ¯®   «®£¨¨ á â¥¬, ª ª ¥«¨¥©®áâì ¡®«ì-è¨áâ¢  ¨â¥à¥áëå ä¨§¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© á®áâ®¨â ¢ ¥âà¨¢¨ «ì®© à¥ «¨§ æ¨¨¨å ª ª á¨áâ¥¬ á® á¢ï§ï¬¨ ¨«¨ ¯®   «®£¨¨ á â¥¬ ª ª ¥«¨¥©®áâì ¡®«ìè¨áâ¢ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬ ®á®¢     ¥âà¨¢¨ «ì®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ íâ¨å á¨áâ¥¬ ¢â¥à¬¨ å ¯à®æ¥¤ãàë £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨.4



�®£®ç¨á«¥ë¥ ¯à¨¬¥àë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¨¤¥¨ ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¬®£ãââ ª�¥ ¯à¨¬¥ïâìáï ª ¯®áâà®¥¨î ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï â¥®à¥â¨ª®-¯®«¥¢ëå ¬®¤¥«¥©,¨ ®¤¨¬ ¨§ £« ¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ï¢«ï¥âáï ¯®áâà®¥¨¥ ¢§ -¨¬®¤¥©áâ¢ãîé¥© â¥®à¨¨ ª« áá¨ç¥áª¨å ¯®«¥© ¢ëáè¨å á¯¨®¢ [17℄, [18℄. �¨§¨ç¥á-ª¨¥ ¯®«ï íâ®© â¥®à¨¨ ®â®�¤¥áâ¢«ïîâáï á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ à §«®�¥¨ï äãªæ¨©  ¢á¯®¬®£ â¥«ì®¬ ¢¥ªâ®à®¬ à áá«®¥¨¨  ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬-¢à¥¬¥¥¬,   ãà ¢-¥¨ï ¤¨ ¬¨ª¨ íâ¨å ¯®«¥© ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ãà ¢¥¨ï ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, «®�¥®£®   íâ¨ äãªæ¨¨.�¤¨¬ ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢, ¯®§¢®«ïîé¨å à¥è âì ¯à®¡«¥¬ë ª®¢ à¨ â®áâ¨ ª¢ -â®¢®© â¥®à¨¨, ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤«®�¥ë© �¥¤®á®¢ë¬ [19℄ ï¢® ª®¢ à¨ âë© ¬¥â®¤¤¥ä®à¬ æ¨®®£® ª¢ â®¢ ¨ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¥¢ëà®�¤¥®© áª®¡ª¨ Ǒã áá® .�¤¥ï ¬¥â®¤  �¥¤®á®¢  á®áâ®¨â ¢ à áè¨à¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢  äãªæ¨¨ ¨áå®¤®£®á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï äãªæ¨ï¬¨   ª á â¥«ì®¬ à áá«®¥¨¨ ª íâ®¬ã¬®£®®¡à §¨î. Ǒà¨ íâ®¬, áª®¡ª  Ǒã áá®  ¨áå®¤®£® ¬®£®®¡à §¨ï § ¤ �¥â ¥áâ¥áâ-¢¥ãî áâàãªâãàã  «£¥¡àë �¥©«ï   íâ®¬ à áè¨à¥®¬ ¯à®áâà áâ¢¥,   à¥è¥¨ïãà ¢¥¨ï ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, ª®â®àë¥ áâà®ïâáï ¯ãâ�¥¬ ï¢® ª®¢ à¨ â®© ¯¥à-âãà¡ â¨¢®© ¯à®æ¥¤ãàë, ®¡à §ãîâ ¯®¤ «£¥¡àã ¢ íâ®©  «£¥¡à¥. �â¨ à¥è¥¨ï ¥á-â¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®â®�¤¥áâ¢«ïîâáï á äãªæ¨ï¬¨   ¨áå®¤®¬ ¬®£®®¡à §¨¨,¨ íâ® ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¨áª®¬®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥. �®à¬ã«¨à®¢ª  ¯à®-æ¥¤ãàë ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ �¥¤®á®¢  ¢ â¥à¬¨ å ����-â¥®à¨¨, ¯à¥¤«®�¥ ï¢ à ¡®â¥ [20℄, ¤¥« ¥â ¬¥â®¤ �¥¤®á®¢  ¡®«¥¥  ¤¥ª¢ âë¬ ª ¨á¯®«ì§®¢ ¨î ¯à¨-¢ëç®£® ï§ëª  ä¨§¨ç¥áª¨å â¥®à¨©, ¨ ®âªàë¢ ¥â ¢®§¬®�®áâì ¤«ï ¯à¨«®�¥¨ïíâ®£® ¬¥â®¤  ¢ ª¢ â®¢ ¨¨ ª®ªà¥âëå â¥®à¥â¨ª®-¯®«¥¢ëå ¬®¤¥«¥©.� ª ¨§¢¥áâ®, ª®áâàãªæ¨ï �¥¤®á®¢  [19℄, [21℄ ¨ à §«¨çë¥ ¥�¥ ®¡®¡é¥¨ï [22℄,[23℄, [24℄, [25℄, [26℄, [27℄, [28℄, [29℄ ¥ ¯®§¢®«ïîâ ª¢ â®¢ âì ¥à¥£ã«ïàë¥ áª®¡ª¨Ǒã áá® , â® ¥áâì áª®¡ª¨ á ¯ã áá®®¢ë¬ â¥§®à®¬ ¥¯®áâ®ï®£® à £ , ¨ ®á-®¢ë¬ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ª ª¢ â®¢ ¨î â ª¨å áª®¡®ª ï¢«ï¥âáï ®âáãâáâ¢¨¥  ää¨-®© á¢ï§®áâ¨, á®£« á®¢ ®© á ¥à¥£ã«ïà®© ¯ã áá®®¢®© áâàãªâãà®©. � â® �¥¢à¥¬ï, ¢®¯à®á ® ª¢ â®¢ ¨¨ ¥à¥£ã«ïàëå ¯ã áá®®¢ëå áâàãªâãà, ª �ãé¨©áï  ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤ íª§®â¨ç¥áª¨¬, ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ¢®§¨ª ¥â ¢ â¥®à¨¨ ¯®«ï¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ á¨¬¬¥âà¨© ª¢ â®¢®£® ãà ¢¥¨ï �®àâ¥¢¥£  ¤¥ �à¨§  (�¤�) [30℄.�¥«® ¢ â®¬, çâ® £àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨© ª« áá¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï �¤� ®ª §ë¢ ¥âáï ¤¥«�¥®© ¥à¥£ã«ïà®© ¯ã áá®®¢®© áâàãªâãà®©, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á¨¬¬¥âà¨¨ª¢ â®¢®£® ãà ¢¥¨ï �¤� ¤®«�ë ®¡à §®¢ë¢ âì ¡¥áª®¥ç®-¬¥àãî ª¢ â®-5



¢ãî £àã¯¯ã, ª®â®à ï ¯®«ãç ¥âáï ª¢ â®¢ ¨¥¬ ¤ ®© ¯ã áá®®¢®© áâàãªâãàë.�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¬¥â®¤ �¥¤®á®¢  ¬®�¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¥¯®-áà¥¤áâ¢¥®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¢¥©«¥¢áª®£® ª¢ â®¢ ¨ï «¨¥©®£® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£®¯à®áâà áâ¢ , ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¤«ï ä¨§¨ç¥áª¨å ¯à¨«®�¥¨© ¥®¡å®¤¨¬® ¨á¯®«ì§®-¢ âì ®¡®¡é¥¨¥ ¤ ®£® ¬¥â®¤    á«ãç © ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®« , ª®â®àë© ®ª §ë¢ -¥âáï ¡®«¥¥  ¤¥ª¢ âë¬ ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®£® ª¢ â®¢ ¨ï â¥®à¥â¨ª®-¯®«¥¢ëå¬®¤¥«¥©.�¥«ìî ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ï¢«ï¥âáï à §¢¨â¨¥ ¯à¨«®�¥¨© ¬¥â®¤®¢ ª« áá¨-ç¥áª®© ¨ ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ª ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬ á¨áâ¥¬ ¬ ¨ ª¢ â®¢ë¬  «£¥¡-à ¬. �¨áá¥àâ æ¨ï á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ç áâ¥©. Ǒ¥à¢ ï ç áâì ¯®á¢ïé¥  ¯à¨«®�¥¨î¯à®æ¥¤ãàë £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ª ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬ á¨áâ¥¬ ¬. � íâ®© ç áâ¨¬ë ¯à¥¤« £ ¥¬ ¬¥â®¤ ¢ëç¨á«¥¨ï ª« áá¨ç¥áª¨å r-¬ âà¨æ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨á-â¥¬, ®á®¢ ë©   ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, ¨ ¨««îáâà¨àã¥¬¯à¥¤«®�¥ë© ¬¥â®¤   ¯à¨¬¥à¥ í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á®á¯¨®¬. � ¯¥à¢®© ç áâ¨ ¬ë â ª�¥ ¯à¨¢®¤¨¬ ¯à¨¬¥à ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë,¯®«ãç¥®© ¢ à ¬ª å £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¯® ¤¥©áâ¢¨î ¥«¨¥¢ëå á¨¬¬¥â-à¨©. �ë ¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ®, ¥á¬®âàï   ¡®«¥¥ á«®�ãî ¯à¨à®¤ã ª «¨¡à®¢®çëå¯à¥®¡à §®¢ ¨©, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ ¤ ®© ª®áâàãªæ¨¨, ãà ¢¥¨ï ¤¢¨�¥¨ï íâ®©á¨áâ¥¬ë à¥è îâáï ¬¥â®¤®¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï.�® ¢â®à®© ç áâ¨ ¯à¥¤«®�¥ë ¤¢¥ ª®áâàãªæ¨¨, ®¡®¡é îé¨¥ ¬¥â®¤ �¥¤®á®¢ .Ǒ¥à¢ ï ª®áâàãªæ¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¤ âì ª®¢ à¨ â®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬-¢®«  ¤«ï  ¨¡®«¥¥ ®¡é¥£® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï. �ë ®¯¨áë¢ ¥¬ £¥®-¬¥âà¨î ¬®£®®¡à §¨©, ¤®¯ãáª îé¨å ª®áâàãªæ¨î ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®« ,   â ª�¥¯à¨¢®¤¨¬ ªà¨â¥à¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢¨ª®¢áª®£® ¨ ¢¥©«¥¢áª®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§-¢¥¤¥¨©. �â®à®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¬¥â®¤  �¥¤®á®¢ , ¯à¥¤«®�¥®¥ ¢ íâ®© ç áâ¨, ¯®-§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì ã¨¢¥àá «ì®¥ ¤¥ä®à¬ æ¨®®¥ ª¢ â®¢ ¨¥ ¤«ï ¥ª®â®à®£®ª« áá  ¥à¥£ã«ïàëå áª®¡®ª Ǒã áá® ,  áá®æ¨¨à®¢ ëå á ¯®áâ®ïë¬¨ à¥è¥-¨ï¬¨ ª« áá¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï �£ -� ªáâ¥à . �ë ¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¯à¥¤«®-�¥ ï  ¬¨ ¯à®æ¥¤ãà  ¯®§¢®«ï¥â ¯à®ª¢ â®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìãî âà¥ã£®«ìãî¡¨ «£¥¡àã �¨ ¢ á¬ëá«¥ â¥®à¨¨ ª¢ â®¢ëå £àã¯¯.� �ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ ¤«ï ¨§ãç¥¨ï ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬ ï¢«ï¥âáï ª« áá¨-ç¥áª ï r-¬ âà¨æ  [31℄, [32℄, [33℄. �  ª®¤¨àã¥â £ ¬¨«ìâ®®¢ã áâàãªâãàã ãà ¢¥¨ï� ªá , ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¨¢®«îæ¨î ¨â¥£à «®¢ ¤¢¨�¥¨ï ¨ ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬¨£à¥¤¨¥â®¬ ¤«ï ª¢ â®¢ ¨ï ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬ [34℄.6



� ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯à¥¤«®�¥ ¬¥â®¤ ¢ëç¨á«¥¨ï ª« áá¨ç¥áª¨å r-¬ âà¨æ¤«ï ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬, ¯®«ãç¥ëå ¬¥â®¤®¬ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨. �ë¯à¨¬¥ï¥¬ íâ®â ¬¥â®¤ ª ¢ëç¨á«¥¨î ª« áá¨ç¥áª®© r-¬ âà¨æë í««¨¯â¨ç¥áª®©á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á® á¯¨®¬ [35℄, [36℄, [37℄, ¨á¯®«ì§ãï ¥�¥ ®¯¨á ¨¥ ¢â¥à¬¨ å ª®áâàãªæ¨¨ á¨áâ¥¬ �¨âç¨  [38℄.� §à ¡®âª  íâ®£® ¬¥â®¤  ¬®â¨¢¨à®¢   áâ âìï¬¨ [39℄, [40℄, ¢ ª®â®àëå  ¢â®àë¢ëç¨á«ïîâ ª« áá¨ç¥áª¨¥ r-¬ âà¨æë ¤«ï æ¥¯®çª¨ �®¤ë, ¤«ï âà¨£®®¬¥âà¨ç¥áª®©¨ í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à , ¨á¯®«ì§ãï ª «¨¡à®¢®ç® ¨¢ à¨- â®¥ ¯à®¤®«�¥¨¥ ¬ âà¨æ � ªá .� ¯¥à¢®© à ¡®â¥ [39℄ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï £ ¬¨«ìâ®®¢  à¥¤ãªæ¨ï   ª®ª á â¥«ì-®¬ à áá«®¥¨¨  ¤ ª®¥ç®¬¥à®© £àã¯¯®© �¨,   ¢® ¢â®à®© à ¡®â¥ ¤  ï ª®-áâàãªæ¨ï ®¡®¡é ¥âáï   á«ãç © æ¥âà «ì®-à áè¨à¥ëå ¯¥â«¥¢ëå £àã¯¯.� íâ®¬ ª®â¥ªáâ¥ á«¥¤ã¥â â ª�¥ ã¯®¬ïãâì áâ âìî [41℄, ¢ ª®â®à®© à áá¬ âà¨-¢ ¥âáï á¯¥æ¨ «ìë© á«ãç © ¯ã áá®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨   £àã¯¯®¨¤ å Ǒã áá® -�¨ áæ¥«ìî ¯®«ãç¥¨ï ®¢ëå ¯à¨¬¥à®¢ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å r-¬ âà¨æ � àç¥ª®-�â¨£®ä [42℄.� ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¬ë ®¯¨áë¢ ¥¬  ¨¡®«¥¥ ®¡éãî áå¥¬ã £ ¬¨«ìâ®®¢®©à¥¤ãªæ¨¨, ¯®§¢®«ïîéãî ¯®«ãç âì ª« áá¨ç¥áªãî r-¬ âà¨æã ¤«ï à¥¤ãæ¨à®¢ ®©á¨áâ¥¬ë. �£à ¨ç¥¨ï, á¢ï§ ë¥ á ¯à¥¤«®�¥®©  ¬¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© ¯à®æ¥-¤ãà®©, á®áâ®ïâ ¢ â®¬, çâ® ª «¨¡à®¢®çë¥ á¨¬¬¥âà¨¨ ¤®«�ë à¥ «¨§®¢ë¢ âìáï ¢¢¨¤¥ ¯à¨á®¥¤¨�¥®£® ¤¥©áâ¢¨ï ¥ª®â®à®©  «£¥¡àë �¨,   ª®¬¯®¥â¥ à áè¨à¥-®£® ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢ , ª®â®à ï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ à¥¤ãªæ¨¨ ¤ �¥â ¬ âà¨æã � ªá ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë, ¨ ç áâì ¯ã áá®®¢®© áâàãªâãàë à áè¨à¥®£® ä §®¢®£®¯à®áâà áâ¢ , á¢ï§  ï á ¤ ®© ª®¬¯®¥â®© ¤®«�  ¨¬¥âì r-¬ âà¨çë© ¢¨¤.�ë ®�¨¤ ¥¬, çâ® ¯à¥¤«®�¥ë©  ¬¨ ¬¥â®¤ ¢ëç¨á«¥¨ï ª« áá¨ç¥áª¨å r-¬ âà¨æ ¯®§¢®«¨â  ©â¨ r-¬ âà¨çãî áâàãªâãàã ¤«ï ¤àã£¨å ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨á-â¥¬ â¨¯  á¨áâ¥¬ �¨âç¨  [38℄.� ª ¨§¢¥áâ®, £ ¬¨«ìâ®®¢  à¥¤ãªæ¨ï  å®¤¨â è¨à®ª®¥ ¯à¨¬¥¥¨¥ ¢ ¯®áâà®-¥¨¨ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬ [7℄, [8℄, [35℄, [43℄, ®¤ ª® ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ¨-â¥£à¨àã¥¬ë¥ á¨áâ¥¬ë áâà®ïâáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, ®áãé¥áâ-¢«ï¥¬®© ¯® ¤¥©áâ¢¨î ª ª®©-«¨¡®  «£¥¡àë ¨«¨ £àã¯¯ë �¨. � â® �¥ ¢à¥¬ï, «¨¥¢ëá¨¬¬¥âà¨¨ ¨ ¢ ª ª®© ¬¥à¥ ¥ ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¢á¥å á¨¬¬¥âà¨©, ¨, ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì-®áâ¨, áãé¥áâ¢ã¥â ¡®«ìè®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨å®á®¡ë© ¨â¥à¥á ¢ á®¢à¥¬¥®© â¥®à¥â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¥, çì¨ ª «¨¡à®¢®çë¥ á¨¬-7



¬¥âà¨¨ ¥ ï¢«ïîâáï «¨¥¢ë¬¨ [5℄ . Ǒ® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ®¯à¥¤¥«�¥ë© ¨â¥à¥á ¯à¥¤-áâ ¢«ïîâ ¯à¨¬¥àë ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬, ¯®«ãç¥ëå ¢ à ¬ª å £ ¬¨«ìâ®®¢®©à¥¤ãªæ¨¨, ®áãé¥áâ¢«ï¥¬®© ¯® ¤¥©áâ¢¨î á¨¬¬¥âà¨©, çì�¥ ¯à®¨áå®�¤¥¨¥ ¥ á¢ï-§ ® á ª ª®©-«¨¡®  «£¥¡à®© �¨.� ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬ ¯à¨¬¥à ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë, ¯®«ãç¥-®© ¯ãâ�¥¬ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¯® ¤¥©áâ¢¨î ª¢ ¤à â¨ç®©  «£¥¡àë �ª«ï-¨  [44℄, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ¥«¨¥¢®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥©  «£¥¡àë �¨ u2. �á®¢ ï¨¤¥ï ª®áâàãªæ¨¨ á®áâ®¨â ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¥áâ¥áâ¢¥®£® ®¡®¡é¥¨ï ¯®ïâ¨ï ª®-¯à¨á®¥¤¨�¥®£® ¤¥©áâ¢¨ï   ¤ã «ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥  «£¥¡àë �¨   á«ãç © ¯à®-¨§¢®«ì®£® ¯ã áá®®¢  ¬®£®®¡à §¨ï.� ª ¨§¢¥áâ®, ª®¯à¨á®¥¤¨�¥®¥ ¤¥©áâ¢¨¥  «£¥¡àë �¨   ¥�¥ ¤ã «ì®¬ ¯à®áâ-à áâ¢¥ ¬®�¥â ¡ëâì § ¯¨á ® ¢ â¥à¬¨ å «¨¥©®© áª®¡ª¨ Ǒã áá® , ¥áâ¥áâ¢¥-ë¬ ®¡à §®¬  áá®æ¨¨à®¢ ®© á ¤ ®©  «£¥¡à®© �¨. � ¨¬¥®, ¥á«¨ p� { ª®-®à¤¨ âë ¢ ¤ã «ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯ã áá®®¢ â¥§®à ¨¬¥¥â¢¨¤ ���(p) = f���p�;£¤¥ f��� { áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë  «£¥¡àë �¨. �®£¤  ª®¯à¨á®¥¤¨�¥®¥ ¤¥©áâ¢¨¥§ ¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬Æ�p� = ���(p)��(p); (1.1)£¤¥ �� { ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ìë¥ ¯ à ¬¥âàë íâ®£® ¤¥©áâ¢¨ï.�á«¨ ¯à¥¤¯®«®�¨âì â¥¯¥àì, çâ® áª®¡ª  Ǒã áá®  ¢ ä®à¬ã«¥ (1.1) ã�¥ ¥ ï¢-«ï¥âáï «¨¥©®© ¯® ª®®à¤¨ â ¬ p�, â® ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ª®¯-à¨á®¥¤¨�¥®£® ¤¥©áâ¢¨ï   á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯ã áá®®¢  ¬®£®®¡à §¨ï. � -¬¥â¨¬, çâ® ¢¯¥à¢ë¥ â ª®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¡ë«® ¯à¥¤«®�¥® � à á�¥¢ë¬ ¢ ¥£® à ¡®â¥[45℄.�à¡¨âë ¤¥©áâ¢¨ï (1.1) á®¢¯ ¤ îâ á á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬¨ «¨áâ ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¥© áª®¡ª¨ Ǒã áá® , ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï (1.1) ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì á¢¥-¤¥ë ª ¤¥©áâ¢¨î ª ª®© «¨¡®  «£¥¡àë �¨, ¯®áª®«ìªã á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¥ «¨áâë ¬®-£ãâ ¨¬¥âì áª®«ì ã£®¤® á«®�ãî â®¯®«®£¨î, ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¥ ¬®£ãâ ï¢«ïâìáï®à¡¨â ¬¨ ª ª®©-«¨¡® ª®¥ç®-¬¥à®©  «£¥¡àë �¨. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, á¨¬¬¥âà¨î (1.1)¬®�® ¢á¥£¤   áá®æ¨¨à®¢ âì á ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¥ª®â®à®© ¡¥áª®¥ç®-¬¥à®©  «£¥¡àë�¨, ¨ ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥, íâ   «£¥¡à  �¨ á®¢¯ ¤ ¥â á  «£¥¡à®© ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ìëå8



¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢, ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï ª®â®àëå ª á îâáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å «¨áâ®¢¤ ®© áª®¡ª¨ Ǒã áá® .�®¬¬ãâ æ¨®ë¥ á®®â®è¥¨ï ¯à¥®¡à §®¢ ¨© á¨¬¬¥âà¨¨ (1.1) ¥áâ¥áâ¢¥-ë¬ ®¡à §®¬ ®¡®¡é îâ ª®¬¬ãâ æ¨®ë¥ á®®â®è¥¨ï  «£¥¡àë �¨,   ¨¬¥®[Æ�; Æ�℄ = Æ�;£¤¥ � = [�; �℄ = d�(�; �) + �(d�; �) + �(�; d�);�� = ��(�������) + ���(���� � ����)�� + �����(���� � ����); (1.2)�� = ��p� :� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ æ¥«ë© ª« áá ¯à¨¬¥à®¢ ¬®£®®¡à §¨©, ®á é�¥ëå¥«¨¥¢ë¬¨ á¨¬¬¥âà¨ï¬¨.�âà®£¨© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ª â ª¨¬ á¨¬¬¥âà¨ï¬ ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï ¯®ï-â¨¥ â ª  §ë¢ ¥¬®£®  «£¥¡à®¨¤  �¨ [46℄, [47℄. � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª à áá«®¥¨¥B  ¤ ¬®£®®¡à §¨¥¬ M á® áª®¡ª®© �¨, § ¤ ®©   á¥ç¥¨ïå íâ®£® à áá«®¥¨ï�(B) ¨ á ®â®¡à �¥¨¥¬ ïª®àï Æ : �(B) 7! �(TM) , ï¢«ïîé¨¬áï £®¬®¬®àä¨§¬®¬á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å  «£¥¡à �¨.�á¯®«ì§ãï íâã â¥à¬¨®«®£¨î, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢ëè¥¯à¨¢¥¤�¥ ï ª®áâàãªæ¨ïï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¥à®¬  «£¥¡à®¨¤  �¨. � ¨¬¥®, à áá«®¥¨¥ íâ®£®  «£¥¡à®¨¤  ï¢-«ï¥âáï ª®ª á â¥«ìë¬ à áá«®¥¨¥¬  ¤ ¯ã áá®®¢ë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬, áª®¡ª  �¨  á¥ç¥¨ïå � ¨ � § ¤ �¥âáï ãà ¢¥¨¥¬ (1.2),   ®â®¡à �¥¨ï ïª®àï ®¯à¥¤¥«¥®ä®à¬ã«®© (1.1)1.� ¬¥â¨¬, çâ® â®�¤¥áâ¢® �ª®¡¨, ¤«ï áª®¡ª¨ �¨ (1.2) ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ á¨«ã á®-®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® â®�¤¥áâ¢  �ª®¡¨ ¤«ï ¯ã áá®®¢  â¥§®à  ���(p) .� ¯®áâà®¥¨¨  è¥£® ¯à¨¬¥à  ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë ¬ë áâ àâã¥¬ á ¬®£®-®¡à §¨ï R4, ®á é�¥®£® ª« áá¨ç¥áª®© áª®¡ª®© �ª«ï¨  [44℄ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,®á é�¥®£® ¤¥©áâ¢¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®  «£¥¡à®¨¤  �¨, ª®â®à®¥ ¬®�¥â à á-á¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¤¥©áâ¢¨¥  «£¥¡àë �ª«ï¨ . �ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ à áè¨à¥®¥ ä -§®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢® ª ª ª®ª á â¥«ì®¥ à áá«®¥¨¥  ¤ R4 á® áâ ¤ àâ®© á¨¬-1¯à¨¬¥à â ª®£®  «£¥¡à®¨¤ ,  áá®æ¨¨à®¢ ®£® á ¯ã áá®®¢ë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ ¡ë« ¢¯¥à¢ë¥¯à¨¢¥¤�¥ ¢ áâ âì¥ [48℄. 9



¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®©, ¨ ¯®¤¨¬ ¥¬ ¤¥©áâ¢¨¥  «£¥¡à®¨¤  á ¨áå®¤®£® ¬®-£®®¡à §¨ï R4 ¤® ª ®¨ç¥áª®£® ¤¥©áâ¢¨ï   ª®ª á â¥«ì®¬ à áá«®¥¨¨. � â¥¬,¬ë  å®¤¨¬ £ ¬¨«ìâ®®¢ë £¥¥à â®àë íâ®£® ¤¥©áâ¢¨ï ¨ áâà®¨¬ ¨â¥£à¨àã¥¬ãîá¨áâ¥¬ã, ®áãé¥áâ¢«ïï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áªãî à¥¤ãªæ¨î   ¯®¢¥àå®áâì ¥ã«¥¢®£®ãà®¢ï íâ¨å £¥¥à â®à®¢ ¨ ®¯à¥¤¥«ïï £ ¬¨«ìâ®¨ ë íâ®© á¨áâ¥¬ë ª ª à¥¤ã-æ¨à®¢ ë¥ äãªæ¨© � §¨¬¨à  áª®¡ª¨ �ª«ï¨ .� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã â®£®, çâ® áª®¡ª  �ª«ï¨  [44℄ ï¢«ï¥âáï ¤¥ä®à¬ æ¨¥©«¨¥©®© áª®¡ª¨ Ǒã áá® ,  áá®æ¨¨à®¢ ®© á  «£¥¡à®© �¨ u2 ¯à¥¤«®�¥ ïª®áâàãªæ¨ï   «®£¨ç  £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, ¯à¨¢®¤ïé¥© ª à æ¨® «ì®©á¨áâ¥¬¥ � «®¤�¥à®-�®§¥à  [7℄, [49℄. � ç áâ®áâ¨, £ ¬¨«ìâ®®¢  à¥¤ãªæ¨ï, á¢ï-§  ï á ®¤¨¬ ¨§ íªá¯®¥æ¨ «ìëå ¢ëà®�¤¥¨© áª®¡ª¨ �ª«ï¨ , ¯à¨¢®¤¨â á ª á¨áâ¥¬¥, çìï ¤¨ ¬¨ª  íª¢¨¢ «¥â  ¤¨ ¬¨ª¥ ¤¢ãå-ç áâ¨ç®© á¨áâ¥¬ë� «®¤�¥à®-�®§¥à .�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ � ªá  ¤«ï ¯®«ãç¥®©  ¬¨ á¨áâ¥¬ë¥¨§¢¥áâ®, ¯®áª®«ìªã íâ  á¨áâ¥¬  áâà®¨« áì ¯à¨ ¯®¬®é¨ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãª-æ¨¨ ¯® ¤¥©áâ¢¨î ¥«¨¥¢ëå á¨¬¬¥âà¨©. �¥á¬®âàï   íâ®, ãà ¢¥¨ï ¤¢¨�¥¨ï¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¬®£ãâ ¡ëâì ï¢® à¥è¥ë ¬¥â®¤®¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï.� ª ç¥áâ¢¥ ®¤®£® ¨§ ¯à¨«®�¥¨© ¬¥â®¤®¢ ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, à áá¬ âà¨¢ -¥¬®£® ¢ ¤ ®© à ¡®â¥, ¬ë ¯à¥¤« £ ¥¬ ª®¢ à¨ âãî ¯à®æ¥¤ãàã ¯®áâà®¥¨ï §¢�¥§-¤®çª¨-¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢¨ª®¢áª®£® â¨¯  ¢ à ¬ª å ä¥¤®á®¢áª®£® ¤¥ä®à¬ æ¨®®£®ª¢ â®¢ ¨ï. �á®¢ë¬ í«¥¬¥â®¬ ¯à¥¤«®�¥®© ª®áâàãªæ¨¨ ï¢«ï¥âáï ª®¬¯-«¥ªá®-§ çë© á¨¬¬¥âà¨çë© â¥§®à ¢â®à®£® à £ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ®¯à¥¤¥-«�¥ë¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ãá«®¢¨ï¬. �ë ¯®ª �¥¬, çâ® á¨¬¯«¥ª-â¨ç¥áª¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï, ¤®¯ãáª îé¨¥ ¢¨ª®¢áª®¥ ¤¥ä®à¬ æ¨®®¥ ª¢ â®¢ ¨¥,®ª §ë¢ îâáï á ¥®¡å®¤¨¬®áâìî  ¤¥«�¥ë¬¨ ¯ à®© âà á¢¥àá «ìëå ¯®«ïà¨§ -æ¨©,   ¨á¯®«ì§ã¥¬ë© ¢ ¤ ®© ª®áâàãªæ¨¨ á¨¬¬¥âà¨çë© â¥§®à á®¤¥à�¨â ¢á¥¡¥ ¢áî ¨ä®à¬ æ¨î ®¡ íâ¨å ¯®«ïà¨§ æ¨ïå. � ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¤®ª §  ªà¨â¥à¨©¨¤¥â¨ä¨ª æ¨¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨©, ¤®¯ãáª îé¨å ª®áâàãªæ¨î ¢¨-ª®¢áª®£® á¨¬¢®« ,   â ª�¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ® ª®£®¬®«®£¨ç¥áª®¥ ãá«®¢¨¥ íª¢¨¢ -«¥â®áâ¨ ¢¨ª®¢áª®£® ¨ ¢¥©«¥¢áª®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©.Ǒà®¡«¥¬ë ¤¥ä®à¬ æ¨®®£® ª¢ â®¢ ¨ï, ®á®¢ë ª®â®à®£® ¡ë«¨ áä®à¬ã«¨-à®¢ ë ¢ à ¡®â å �.�. �¥à¥§¨  [50℄,   â ª�¥ ¢ à ¡®â å äà æã§áª¨å  ¢â®à®¢[51℄ (á¬. â ª�¥ ¥¤ ¢¨© ®¡§®à [52℄) , ¢  áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï à¥è¥ë ¢ á ¬ëå à §-ëå  á¯¥ªâ å. �®¯à®á áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ä®à¬ «ì®©  áá®æ¨ â¨¢®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨10



ª®¬¬ãâ â¨¢®©  «£¥¡àë £« ¤ª¨å äãªæ¨©   á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨¨«¨ ¢®¯à®á áãé¥áâ¢®¢ ¨ï â ª  §ë¢ ¥¬®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¡ë« à¥è�¥�¥ � ©«¤®¬ ¨ �¥ª®¬â®¬ [53℄. � à ¡®â å [54℄, [55℄, [56℄ ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® ¢á¥â ª¨¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á â®ç®áâìî ¤® íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ª« áá¨ä¨æ¨àã-îâáï ä®à¬ «ìë¬¨ àï¤ ¬¨, ¯à¨¨¬ îé¨¬¨ § ç¥¨ï ¢® ¢â®àëå ª®£®¬®«®£¨ïå�¥ � ¬ . � à ¡®â¥ �¥¤®á®¢  [19℄ ¡ë«  ¯à¥¤«®�¥  ï¢ ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ª®-áâàãªæ¨ï ¤«ï §¢�¥§¤®çª¨-¯à®¨§¢¥¤¥¨ï   ¯à®¨§¢®«ì®¬ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®-£®®¡à §¨¨, ¯à®æ¥¤ãà  ª¢ â®¢ ¨ï á¨¬¯«¥ªâ®¬®àä¨§¬®¢ íâ®£® ¬®£®®¡à §¨ï,  â ª�¥ ¯à¥¤«®�¥ á¯®á®¡ ¯®áâà®¥¨ï á«¥¤®¢®© ¬¥àë. �¯®¬ïãâ ï ¢ëè¥ ª« áá¨-ä¨ª æ¨ï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©   á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ ¯®«ãç ¥â ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ®¥ ®¡êïá¥¨¥ ¢ à ¬ª å ¬¥â®¤  �¥¤®á®¢ . � ¨¬¥®, ä®à¬ «ìë¥àï¤ë á® § ç¥¨ï¬¨ ¢® ¢â®àëå ª®£®¬®«®£¨ïå �¥ � ¬  ¬®£ãâ ¡ëâì ¥áâ¥áâ¢¥ë¬®¡à §®¬ ®â®�¤¥áâ¢«¥ë á ¬®¤ã«ï¬¨ ¯«®áª¨å á¢ï§®áâ¥© �¥¤®á®¢  ¨«¨ á ª« á-á ¬¨ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ä¥¤®á®¢áª¨å §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¥¤®ª § â¥«ìáâ¢® â®£® ä ªâ , çâ® «î¡®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥   á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥á-ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ íª¢¨¢ «¥â® ª ª®¬ã-«¨¡® ä¥¤®á®¢áª®¬ã §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥-¤¥¨î, ¡ë«® ¯à¥¤êï¢«¥® ¢ à ¡®â¥ �ã [57℄.�®«¥¥ â®ª¨© ¢®¯à®á ¤¥ä®à¬ æ¨®®£® ª¢ â®¢ ¨ï áª®¡®ª Ǒã áá®  á ¥¯®-áâ®ïë¬ à £®¬ ¡ë« à¥è�¥ �®æ¥¢¨ç¥¬ [58℄. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¡ë«  ¯à¥¤«®�¥ ï¢ ï ä®à¬ã«  ¤«ï «®ª «ì®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï,   â ª�¥ ¯à¨¢¥¤¥® ¤®-ª § â¥«ìáâ¢® ¢®§¬®�®áâ¨ £«®¡ «¨§®¢ âì ¤¥ä®à¬ æ¨®®¥ ª¢ â®¢ ¨¥   ¯à®-¨§¢®«ì®¬ ¯ã áá®®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨.� àï¤ã á ®¡é¥© â¥®à¨¥© ¤¥ä®à¬ æ¨®®£® ª¢ â®¢ ¨ï ®¯à¥¤¥«�¥ë© ¨â¥-à¥á â ª�¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï«® ¨§ãç¥¨¥ á¯¥æ¨ «ìëå â¨¯®¢ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¤®¯®«¨â¥«ìë¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ¨«¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ á¢®©áâ-¢ ¬. � ª,  ¯à¨¬¥à, ª®áâàãªæ¨ï¬¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ª¢ â®¢ ¨ï ¨ ¨áç¨á«¥-¨¥¬ á¨¬¢®«®¢   ªí«¥à®¢ëå ¬®£®®¡à §¨ïå ¡ë«® ¬®â¨¢¨à®¢ ® ¨§ãç¥¨¥ ¤¥-ä®à¬ æ¨®®£® ª¢ â®¢ ¨ï ¬®£®®¡à §¨© á ¯ à®© âà á¢¥àá «ìëå ¯®«ïà¨-§ æ¨©, ª®â®à®¥ ¬®�¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¢¨ª®¢áª®£®¨«¨ qp-á¨¬¢®« . � ç¨ ï á ¯¨®¥àáª®© à ¡®âë �¥à¥§¨  [59℄ ¯® ª¢ â®¢ ¨î  ª®¬¯«¥ªáëå á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢ å, ª  áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥¨  ª®¯«¥®¡®«ìè®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® «¨â¥à âãàë ¯® ¤¥ä®à¬ æ¨®®¬ã ª¢ â®¢ ¨î   ¯®«ïà¨-§®¢ ëå ¬®£®®¡à §¨ïå [22℄, [23℄, [60℄, [61℄, [62℄, [63℄, [64℄, [65℄. Ǒà¨ íâ®¬ á«¥¤ã¥â¯®¤ç¥àªãâì, çâ® ¢® ¢á¥å íâ¨å à ¡®â å ª®áâàãªæ¨¨ ¢¨ª®¢áª¨å §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§-11



¢¥¤¥¨© ®á®¢ ë   ï¢®¬ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ á¯¥æ¨ «ìëå «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â(à §¤¥«�¥ëå ¯¥à¥¬¥ëå ¢ â¥à¬¨®«®£¨¨ à ¡®âë [61℄), çâ® ¥ ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ ¤¥ª¢ âë¬ ¤«ï ä¨§¨ç¥áª¨å ¯à¨«®�¥¨©, ¯®áª®«ìªã ¡®«ìè¨áâ¢® ä¨§¨ç¥áª¨åâ¥®à¨© áä®à¬ã«¨à®¢ ® ®¡é¥ª®®à¤¨ âë¬ ®¡à §®¬. Ǒ® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ¬ë áç¨-â ¥¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¬ á¢ï§ âì ¯ àã ¯®«ïà¨§ æ¨© á ¤®¯®«¨â¥«ì®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©áâàãªâãà®© (â¥§®àë¬ ¯®«¥¬)   á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ â ª¨¬ ®¡à -§®¬, çâ®¡ë ¯®«ãç¥ ï ª®áâàãªæ¨ï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ « ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ª ª¨å-«¨¡® á¯¥æ¨ «ìëå ª®®à¤¨ â.�§«®�¨¬ ¢ªà âæ¥ ª«îç¥¢ãî ¨¤¥î  è¥£® ¯®¤å®¤  ª ¯®áâà®¥¨î ¡¥áª®®à¤¨- â®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®«    ¨áªà¨¢«�¥®¬ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬¬®£®®¡à §¨¨. � ¤ «ì¥©è¥¬, ¯®¤ â¥à¬¨®¬ ¢¨ª®¢áª¨© á¨¬¢®« ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¤-à §ã¬¥¢ âì è¨à®ª¨© ª« áá á¨¬¢®«®¢, ¢ª«îç îé¨å ¢ á¥¡ï,  àï¤ã á ®¡ëçë¬(á®¡áâ¢¥®) ¢¨ª®¢áª¨¬ á¨¬¢®«®¬, â ª  §ë¢ ¥¬ë© qp-á¨¬¢®«,   â ª�¥ ¢á¥¢®§-¬®�ë¥ ¨å ª®¬¡¨ æ¨¨.Ǒà®¨««îáâà¨àã¥¬ íâ®   ¯à¨¬¥à¥ «¨¥©®£® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ïR2n, ®á é�¥®£® ª ®¨ç¥áª®© áª®¡ª®© Ǒã áá®  fyi; yjg = !ij. � ª ¨§¢¥áâ®,¯à®áâà áâ¢® £« ¤ª¨å äãªæ¨©   íâ®¬ ¬®£®®¡à §¨¨, ®á é�¥®¥ ¢¥©«¥¢áª¨¬§¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬a � b(y) = exp� i~2 !ij ��yi ��zj� a(y)b(z)jz=y; (1.3)ï¢«ï¥âáï ¥ª®¬¬ãâ â¨¢®©  áá®æ¨ â¨¢®©  «£¥¡à®© á ¥¤¨¨æ¥©. �â   «£¥¡à   -§ë¢ ¥âáï  «£¥¡à®© ¢¥©«¥¢áª¨å á¨¬¢®«®¢.� ¬¥â¨¬, çâ® ª®®à¤¨ âë y ¢å®¤ïâ ¢ ä®à¬ã«ã (1.3) á¨¬¬¥âà¨çë¬ ®¡à §®¬,¨«¨, ¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ (1.3) ¨¬¥¥â ¨¢ à¨ âë© ¢¨¤¯® ®â®è¥¨î ª ¯à®¨§¢®«ìë¬ «¨¥©ë¬ § ¬¥ ¬ ª®®à¤¨ â. �®áâàãªæ¨ï ¢¨-ª®¢áª®£® á¨¬¢®« ,  ¯à®â¨¢, ¢á¥£¤  ®á®¢     ª ª®©-«¨¡® (¢¥é¥áâ¢¥®©, ª®¬-¯«¥ªá®© ¨«¨ á¬¥è ®©) ¯®«ïà¨§ æ¨¨ [66℄, ª®â®à ï à §¤¥«ï¥â ª®®à¤¨ âë y  ¤¢   ¡®à  (ª ®¨ç¥áª¨) á®¯àï��¥ëå ¯¥à¥¬¥ëå. � ª,  ¯à¨¬¥à, ª®áâàãª-æ¨ï qp-á¨¬¢®«  ®á®¢     à §¤¥«¥¨¨ ¯¥à¥¬¥ëå ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢   \ª®®à¤¨ âë" q ¨ \¨¬¯ã«ìáë" p (íâ® ®â¢¥ç ¥â á«ãç î ¤¢ãå âà á¢¥àá «ìëå ¢¥-é¥áâ¢¥ëå ¯®«ïà¨§ æ¨©) ¨ áâ ¤ àâ®£® ¯à¥¤¯¨á ¨ï \¢ ç «¥ q,   § â¥¬ p"¤«ï ¢á¥å ¯®«¨®¬¨ «ìëå äãªæ¨©. � á«ãç ¥ ª®¬¯«¥ªá®© ¯®«ïà¨§ æ¨¨ ¢ ª -ç¥áâ¢¥ â ª¨å \à §¤¥«�¥ëå" ¯¥à¥¬¥ëå ¢ëáâã¯ îâ ®áæ¨«ïâ®àë¥ ª®®à¤¨ âëq � ip. 12



Ǒ¥à¥å®¤ ®â ¢¥©«¥¢áª®£® á¨¬¢®«  ª ¢¨ª®¢áª®¬ã ä®à¬ «ì® ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï¯ãâ�¥¬ ¯à¨¡ ¢«¥¨ï ª â¥§®àã Ǒã áá®  !ij ¢ ä®à¬ã«¥ (1.3) ®¯à¥¤¥«�¥®£® ª®¬¯-«¥ªá®-§ ç®£® á¨¬¬¥âà¨ç®£® â¥§®à  gija �g b(y) = exp� i~2 �ij ��yi ��zj� a(y)b(z)jz=y; (1.4)�ij = !ij + gij; i; j = 1; 2; :::; 2n:�¥á¬®âàï   â®, çâ®  áá®æ¨ â¨¢®áâì ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥-¨ï ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï «î¡®£® ¯®áâ®ï®£® â¥§®à  g , ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬-¢®«  ¤®¯®«ï¥âáï ¥é�¥ ®¤¨¬ ãá«®¢¨¥¬rank� = orank� = n: (1.5)� ç áâ®áâ¨, á®¡áâ¢¥® ¢¨ª®¢áª¨© á¨¬¢®« ®â¢¥ç ¥â á«ãç î ç¨áâ® ¬¨¬®£®â¥§®à  g, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢¥é¥áâ¢¥ë© â¥§®à g § ¤ �¥â qp-á¨¬¢®«. � ®¡®¨åá«ãç ïå (¢ª«îç ï á«ãç © á¬¥è ®© ¯®«ïà¨§ æ¨¨) ª¢ ¤à â ¬ âà¨æëI ij = !ikgkj (1.6)à ¢¥ 1. �®¬¯«¥ªá¨ä¨æ¨à®¢ ®¥ ä §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢® C2n à §« £ ¥âáï ¢ ¯àï-¬ãî áã¬¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¯®«ïà¨§ æ¨©, ¨ ¯à¨ íâ®¬ ®¡  íâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ®ª §ë¢ îâáï á®¡áâ¢¥ë¬¨ ¤«ï ®¯¥à â®à  I á á®¡áâ¢¥ë¬¨ § ç¥¨ï¬¨ �1 .�®à¬ã«  (1.4) ¬®�¥â á«ã�¨âì ®â¯à ¢®© â®çª®© ¤«ï ª®¢ à¨ â®£® ®¡®¡-é¥¨ï ¯®ïâ¨ï ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®«    á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì®£® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£®¬®£®®¡à §¨ï. Ǒ¥à¥å®¤ï ª ¨áªà¨¢«�¥®¬ã ¬®£®®¡à §¨î M , dimM = 2n á á¨¬-¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© ! = !ij(x)dxi ^ dxj, ¬ë § ¬¥ï¥¬ ¯®áâ®ïãî ¬ â-à¨æã �   ª®¬¯«¥ªá®-§ çë© ª®âà ¢ à¨ âë© â¥§®à ¢â®à®£® à £  �ij(x) =!ij(x) + gij(x),  â¨á¨¬¬¥âà¨ç ï ç áâì ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¯ã áá®®¢ë¬ â¥§®à®¬ !ij(x); !ik(x)!kj(x) = Æij,   ¬ âà¨æ  jj�ij(x)jj íâ®£® â¥-§®à  ¢ ª �¤®© â®çª¥ ¬®£®®¡à §¨ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢ëè¥ã¯®¬ïãâ®¬ã ãá«®¢¨î¯®«®¢¨®£® à £  (1.5). �á¯®«ì§ãï â¥§®à �ij(x) = !ij(x) + gij(x), ¬ë  ¤¥«ï¥¬«î¡®¥ ª á â¥«ì®¥ ¯à®áâà áâ¢® TxM; x 2 M; áâàãªâãà®© á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£®«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢  á ä®à¬®© !(x) ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬   �¥¬ ¢¨ª®¢áª®¥ §¢�¥§-¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¯® ä®à¬ã«¥ (1.4). � áá¬ âà¨¢ ï ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢á¥å ª á â¥«ì-ëå ¯à®áâà áâ¢ á § ¤ ë¬¨   ¨å §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬¨, ¬ë ¯®«ãç ¥¬à áá«®¥¨¥ ¢¨ª®¢áª¨å  «£¥¡à, ï¢«ïîé¥¥áï ¯à¨¬¥à®¬ â ª  §ë¢ ¥¬®£® ª¢ â®-¢®£® ª á â¥«ì®£® à áá«®¥¨ï [57℄. � â¥¬, á«¥¤ãï ¬¥â®¤ã �¥¤®á®¢ , ¬ë ¢¢®¤¨¬13



¯«®áªãî á¢ï§®áâì ¢ ¤ ®¬ à áá«®¥¨¨, ¤®¡ ¢«ïï ª¢ â®¢ë¥ ¯®¯à ¢ª¨ ª ¨áå®¤-®©  ää¨®© á¢ï§®áâ¨, á®£« á®¢ ®© á �(x), â® ¥áâì â ª®©, çâ® ri�jk = 0 .�ë ¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¯«®áª¨¥ á¥ç¥¨ï ¤ ®© á¢ï§®áâ¨ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬¨¤¥â¨ä¨æ¨àãîâáï á ª¢ â®¢ë¬¨  ¡«î¤ ¥¬ë¬¨ C1(M)[[~℄℄. � ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¯à®áâà áâ¢¥ C1(M)[[~℄℄ ¨¤ãæ¨àã¥âáï áâàãªâãà   áá®æ¨ â¨¢®©  «£¥¡àë,  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ª¢ â®¢ëå  ¡«î¤ ¥¬ëå ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢á¥¬ âà¥-¡ã¥¬ë¬ á¢®©áâ¢ ¬ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï. �¤¨áâ¢¥ë¬ ª«îç¥¢ë¬ ¬®¬¥â®¬¢á¥© íâ®© ¯à®£à ¬¬ë ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç®© «¨¥©®© á¢ï§®áâ¨r, á®£« á®¢ ®© á �. �¨�¥ ¬ë ¯®ª �¥¬, çâ® ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¨ ¤®áâ â®çë¬ ãá«®-¢¨¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï â ª®© á¢ï§®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¨¢®«îâ¨¢®áâì ¯à ¢®£® ¨ «¥¢®£®ï¤¥àëå à á¯à¥¤¥«¥¨© �. � â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¤ ®¥ ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥® r®ª §ë¢ ¥âáï á¢ï§®áâìî �¥¢¨-�¨¢¨â , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¥¢ëà®�¤¥®¬ã á¨¬-¬¥âà¨ç®¬ã â¥§®àã gij(x),   ¯à ¢®¥ ¨ «¥¢®¥ ï¤¥àë¥ à á¯à¥¤¥«¥¨ï § ¤ îâ ¯ àãâà á¢¥àá «ìëå ¯®«ïà¨§ æ¨©   á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ (M;!). Ǒ àã(M;�), ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî íâ¨¬ ãá«®¢¨ï¬, ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¬®£®®¡à §¨¥¬�¥¤®á®¢  ¢¨ª®¢áª®£® â¨¯  ¨«¨ ¯à®áâ® ��-¬®£®®¡à §¨¥¬ ¯®   «®£¨¨ á â¥¬ ª ªá¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, ®á é�¥®¥ á¨¬¬¥âà¨ç®© á¢ï§®áâìî, á®£« á®-¢ ®© á á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®©, ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì ¬®£®®¡à §¨¥¬ �¥¤®-á®¢  [67℄.�ë ®�¨¤ ¥¬, çâ® ¯à¥¤«®�¥ ï  ¬¨ ª®áâàãªæ¨ï ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®«   ¨áªà¨¢«�¥ëå ¬®£®®¡à §¨ïå ¬®�¥â  ©â¨ á¢®�¥ ¯à¨¬¥¥¨¥ ¢ ¯®áâà®¥¨¨ ¨ ª¢ -â®¢ ¨¨ ¥«¨¥©ëå ¯®«¥¢ëå â¥®à¨¨.�â®àë¬ ¯à¨«®�¥¨¥¬ ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, ¯à¥¤«®�¥ë¬ ¢ ¤ ®© ¤¨áá¥à-â æ¨¨, ï¢«ï¥âáï á¯¥æ¨ «ì®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ª®áâàãªæ¨¨ �¥¤®á®¢ , ¯®§¢®«ïîé¥¥¯à®ª¢ â®¢ âì ®¯à¥¤¥«�¥ë© ª« áá ¥à¥£ã«ïàëå áª®¡®ª Ǒã áá® ,  áá®æ¨¨à®-¢ ëå á ¯®áâ®ïë¬¨ à¥è¥¨ï¬¨ ª« áá¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï �£ -� ªáâ¥à . �å®âï à áá¬®âà¥ë© ª« áá áª®¡®ª Ǒã áá®  ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï ¥à¥£ã«ïàë¥ áª®¡ª¨¨ ã�¥ ¯®íâ®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®â¤¥«ìë© ¨â¥à¥á,  è  ª®áâàãªæ¨ï ¤®¯ãá-ª ¥â ¥é¥ ¨ ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¯à¨«®�¥¨¥ ¢ â¥®à¨¨ ª¢ â®¢ëå £àã¯¯,   ¨¬¥®¯®§¢®«ï¥â ¯à®ª¢ â®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìãî âà¥ã£®«ìãî ¡¨ «£¥¡àã �¨.�«ï â®£® çâ®¡ë ®¯¨á âì ª« áá à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå  ¬¨ ¥à¥£ã«ïàëå áª®¡®ª¬ë ¯à¨¢¥¤�¥¬ ¯à®áâ®© ¯à¨¬¥à [68℄, [69℄ áª®¡ª¨ Ǒã áá®  â ª®£® â¨¯ .� áá¬®âà¨¬  ¡®à ¯®¯ à® ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© Xi, i = 1; :::; n,§ ¤ ëå   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M. � ¤ ¨¥ íâ¨å ¯®«¥© ¬®�® ¯®¨¬ âì14



ª ª § ¤ ¨¥ ¤¥©áâ¢¨ï ª®¬¬ãâ â¨¢®©  «£¥¡àë   ¯à®áâà áâ¢¥ £« ¤ª¨å äãªæ¨©C1(M).Ǒ®áâ®ï ï  â¨á¨¬¬¥âà¨ç ï ¬ âà¨æ  r ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â M á«¥¤ãîéãî áª®¡ªã Ǒã áá® ff; gg = rij(Xif)(Xjg) ; 8 f; g 2 C1(M) : (1.7)� ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ¤  ï áª®¡ª  Ǒã áá®  ¥à¥£ã«ïà , ¯®áª®«ìªã à £ á¨áâ¥¬ë¢¥ªâ®à®¢ Xi ¬®�¥â ¬¥ïâìáï ®â â®çª¨ ª â®çª¥. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, áª®¡ª  (1.7) ¬®�¥â¡ëâì ¯à®ª¢ â®¢   ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯à®áâ®£®   «®£  ä®à¬ã«ë �¥©«ï-�®©ï« f � g = f � g + 1Xk=1 � i~2 �k 1k!ri1j1 : : : rikjk(Xi1 : : :Xikf)(Xj1 : : :Xjkg) ; (1.8)£¤¥ ~ ª ª ¨ à ¥¥ ®¡®§ ç ¥â ä®à¬ «ìë© ¯ à ¬¥âà ¤¥ä®à¬ æ¨¨.�áá®æ¨ â¨¢®áâì §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï (1.8) âà¨¢¨ «ì® á«¥¤ã¥â ¨§ ª®¬¬ã-â â¨¢®áâ¨ ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© Xi.�áâ¥áâ¢¥®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¯à¨¢¥¤�¥®£® ¯à¨¬¥à  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¡ë ¤®¯ãá-â¨âì ¥ª®¬¬ãâ¨àãîé¨¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï Xi,   ¨¬¥® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï ®¡à §ãîâ ¥ª®¬¬ãâ â¨¢ãî  «£¥¡àã �¨[Xi; Xj℄ = fkijXk ; (1.9)£¤¥ fkij { áâàãªâãàë¥ ª®áâ âë.�®�¤¥áâ¢® �ª®¡¨ ¤«ï áª®¡ª¨ Ǒã áá®  (1.7) ¢«¥ç�¥â, çâ®ff; fg; hgg+ æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ¯® (f; g; h) = �ijk(Xif)(Xjg)(Xkh) = 0 ;(1.10)£¤¥ �ijk = f imnrmjrnk + æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ¯® (i; j; k) : (1.11)�«ï ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© Xi ¬ë ¨¬¥«¨ � � 0, ¨ â®�¤¥áâ¢®�ª®¡¨ âà¨¢¨ «ì® ¢ë¯®«ï«®áì. � ®¡é¥¬ �¥ á«ãç ¥ ãà ¢¥¨¥ � = 0 ¥âà¨-¢¨ «ì® ¨ ¨§¢¥áâ® ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «¨â¥à âãà¥ ª ª ª« áá¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥�£ -� ªáâ¥à f imnrmjrnk + æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ¯® (i; j; k) = 0 : (1.12)15



�â¨á¨¬¬¥âà¨ç ï ¬ âà¨æ  r, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãà ¢¥¨î (1.12)  §ë¢ -¥âáï ª« áá¨ç¥áª®© âà¥ã£®«ì®© r-¬ âà¨æ¥© [70℄.�á«¨ ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï Xi «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë (¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¢ ®¤®© â®çª¥  M), ãà ¢¥¨¥ �£ -� ªáâ¥à  (1.12) ï¢«ï¥âáï ®¤®¢à¥¬¥® ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¨¤®áâ â®çë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï â®�¤¥áâ¢  �ª®¡¨. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ãà ¢¥¨¥ � = 0 ¤ �¥â «¨èì ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï íâ®£® â®�-¤¥áâ¢ .� �®¥  ¡«î¤¥¨¥ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® âà¥ã£®«ìãî r-¬ âà¨æã ¬®�® ¢á¥£¤ ¡¥§ ®£à ¨ç¥¨ï ®¡é®áâ¨ áç¨â âì ¥¢ëà®�¤¥®©. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª ª ¨ ¤«ï«î¡®©  â¨á¨¬¬¥âà¨ç®© ¬ âà¨æë r ¬ë ¢á¥£¤  ¬®�¥¬  ©â¨ â ª®© ¡ §¨á £¥-¥à â®à®¢ Xi = (XA; X�) ¢ ª®â®à®¬ ri� = 0,   det(rAB) 6= 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨, ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ áª®¡ª¨ Ǒã áá®  (1.7) ¢å®¤ïâ «¨èì ¢¥ªâ®àë¥¯®«ï XA. �§ ª« áá¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï �£ -� ªáâ¥à  (1.12) á«¥¤ã¥â, çâ®��AB = f�MNrMArNB = 0 ) f�MN = 0;¨ § ç¨â ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï XA ®¡à §ãîâ ¯®¤ «£¥¡àã �¨, ¤«ï ª®â®à®© rAB ï¢«ï¥âáï¥¢ëà®�¤¥®© âà¥ã£®«ì®© r-¬ âà¨æ¥©.�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï ¥¢ëà®�¤¥®© r-¬ âà¨æë ª« áá¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥�£ -� ªáâ¥à  (1.12) á¢®¤¨âáï ª ¯à®áâ®¬ã ãá«®¢¨î ª®æ¨ª« fnijrnk + æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ¯® (i; j; k) = 0 : (1.13)£¤¥ rikrkj = Æji :� ª ¨§¢¥áâ® à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (1.13), ®¡à §ãîé¨¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®2-ª®æ¨ª«®¢  «£¥¡àë �¨ G,  å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬®®¤®§ ç®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ áæ¥âà «ìë¬¨ à áè¨à¥¨ï¬¨  «£¥¡àë G. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ãà ¢¥¨¥ (1.13)ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï â®�¤¥áâ¢  �ª®¡¨ á«¥¤ãîé¥©áª®¡ª¨ �¨ [yi; yj℄ = fkijyk + rij ; [; yi℄ = 0 : (1.14)�â¬¥â¨¬, çâ®  «£¥¡à  �¨ G, ¤®¯ãáª îé ï æ¥âà «ì®¥ à áè¨à¥¨¥, § ¤ ®¥¥¢ëà®�¤¥®© ¬ âà¨æ¥©  = jjrijjj  §ë¢ ¥âáï ª¢ §¨-äà®¡¥¨ãá®¢®©, ¨, ¢ á¢®î®ç¥à¥¤ì, ª¢ §¨-äà®¡¥¨ãá®¢   «£¥¡à  �¨ G  §ë¢ ¥âáï äà®¡¥¨ãá®¢®©, ¥á«¨ å®âï
16



¡ë ®¤® â ª®¥ æ¥âà «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ âà¨¢¨ «ì®. 2. �®£®ç¨á«¥ë¥ ¯à¨¬¥àë(ª¢ §¨-)äà®¡¥¨ãá®¢ëå  «£¥¡à �¨ ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ à ¡®â å [72℄.� ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯à¥¤« £ ¥âáï ¯à®áâ ï ¯à®æ¥¤ãà  ª¢ â®¢ ¨ï áª®¡ª¨Ǒã áá®  (1.7),  áá®æ¨¨à®¢ ®© á ¤¥©áâ¢¨¥¬ ª¢ §¨-äà®¡¥¨ãá®¢®©  «£¥¡àë �¨(1.9). �á®¢®¥ ®â«¨ç¨¥ ¯à¥¤«®�¥®£®  ¬¨ ¬¥â®¤  ®â ª®áâàãªæ¨¨ �¥¤®á®¢ á®áâ®¨â ¢ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¢á¯®¬®£ â¥«ì®£® ª¢ â®¢®£® à áá«®¥¨ï,  áá®æ¨¨à®-¢ ®£® á ã¨¢¥àá «ì®© ®¡�¥àâë¢ îé¥© ¥ª®â®à®©  «£¥¡àë �¨ ¢¬¥áâ® ®¡ëç®© «£¥¡àë �¥©«ï, ª®â®à ï ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ ¨áå®¤®© ª®áâàãªæ¨¨ �¥¤®á®¢ .�â¬¥â¨¬, çâ® ¥á¬®âàï   â®, çâ® ª®¢ à¨ â®¥ ª¢ â®¢ ¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£®¯ã áá®®¢  ¬®£®®¡à §¨ï ¡ë«® ¥¤ ¢® ¯à¥¤«®�¥® ¢ à ¡®â¥ [73℄, íâ  ®¡é ïáå¥¬  ®ª §ë¢ ¥âáï á«¨èª®¬ £à®¬®§¤ª®© ¤«ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£®  ¬¨ ¯à®áâ®£®¯à¨¬¥à , ¨ ¯®â®¬ã, ¢ á¨«ã á¢®¥© ¯à®áâ®âë, ¯à¥¤«®�¥ë©  ¬¨ ¬¥â®¤ ¯à¥¤áâ ¢-«ï¥â £®à §¤® ¡®«ìè¨© ¯à ªâ¨ç¥áª¨© ¨â¥à¥á, ç¥¬ ª®áâàãªæ¨ï, ¯à¥¤«®�¥ ï ¢à ¡®â¥ [73℄.Ǒà®æ¥¤ãà  ª¢ â®¢ ï r-áª®¡®ª, ¯à¥¤«®�¥ ï ¢ ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨, ¤®¯ãá-ª ¥â ¨â¥à¥á®¥ ¯à¨«®�¥¨¥ ¢ â¥®à¨¨ ª¢ â®¢ëå £àã¯¯ [74℄,   ¨¬¥® ¯®§¢®«ï¥â¯à®ª¢ â®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìãî âà¥ã£®«ìãî ¡¨ «£¥¡àã �¨. � ª ï ¢®§¬®�®áâì¯®ï¢«ï¥âáï ¢ á¢ï§¨ á® á¯¥æ¨ «ìë¬ á¢®©áâ¢®¬ â¥å §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©, ª®-â®àë¥ ¯®«ãç îâáï ¢ à ¬ª å  è¥© ¯à®æ¥¤ãàë. �â® á¢®©áâ¢® á®áâ®¨â ¢ â®¬ çâ®ä®à¬ã«  ¤«ï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ï¢«ï¥âáï ã¨¢¥àá «ì®©, â® ¥áâì ¤®¯ãáª ¥â¯®¤áâ ®¢ªã «î¡ëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© Xi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ª®¬¬ãâ æ¨®ë¬ á®-®â®è¥¨ï¬ (1.9). Ǒ®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® â ª®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ®¯à¥¤¥-«ï¥â ¥ª®â®àë© í«¥¬¥â F 2 U(G)
U(G)[[~℄℄, £¤¥ U(G) ®¡®§ ç ¥â ã¨¢¥àá «ìãî®¡�¥àâë¢ îéãî ¤«ï  «£¥¡àë �¨ G. �á«®¢¨¥  áá®æ¨ â¨¢®áâ¨ ¨ ãá«®¢¨¥ ª¢ §¨-ª« áá¨ç¥áª®£® ¯à¥¤¥«  ¤«ï ¯®«ãç¥®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ®§ ç îâ, çâ®¤ ë© í«¥¬¥â F ®ª §ë¢ ¥âáï â ª  §ë¢ ¥¬ë¬ ã¨¢¥àá «ìë¬ â¢¨áâãîé¨¬í«¥¬¥â®¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ª« áá¨ç¥áª®© r-¬ âà¨æ¥ r, ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â â¢¨áâãî-é¥¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ ¨áå®¤ãî ã¨¢¥àá «ìãî ®¡�¥àâë¢ îéãî U(G)¢ ª¢ â®¢ãî ã¨¢¥àá «ìãî ®¡�¥àâë¢ îéãî U~(G) ¤«ï âà¥ã£®«ì®© ¡¨ «£¥¡àë�¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¤ ®© r-¬ âà¨æ¥ r.�¯¥à¢ë¥ ¯à®æ¥¤ãà  ã¨¢¥àá «ì®£® ª¢ â®¢ ¨ï âà¥ã£®«ìëå r-¬ âà¨æ ¡ë« ¯à¥¤«®�¥  ¢ à ¡®â¥ �à¨ä¥«ì¤  [70℄. �¤ ª®, ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨, ¢ëç¨á«¥-2Ǒ®ïâ¨¥ äà®¡¥¨ãá®¢®©  «£¥¡àë �¨ ¢¯¥à¢ë¥ ¢áâà¥ç ¥âáï ¢ à ¡®â å [71℄, £¤¥  ¢â®à ¯®ª -§ «, çâ®  «£¥¡à  �¨ ï¢«ï¥âáï äà®¡¥¨ãá®¢®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥�¥ ã¨¢¥àá «ì ï®¡�¥àâë¢ îé ï  «£¥¡à  ¯à¨¬¨â¨¢ , â® ¥áâì ®¡« ¤ ¥â ¯à®áâë¬ â®çë¬ ¬®¤ã«¥¬17



¨ï, ª®â®àë¥ ¥®¡å®¤¨¬ë ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï â¢¨áâãîé¥£® í«¥¬¥â  á ¯®¬®éìî ¬¥-â®¤  �à¨ä¥«ì¤ , ®ª §ë¢ îâáï á«¨èª®¬ £à®¬®§¤ª¨¬¨, ¨ ¨¬¥® ¯®íâ®¬ã ¡®«ì-è¨áâ¢® ¯à¨¬¥à®¢ ¤¥ä®à¬ æ¨© âà¥ã£®«ìëå ¡¨ «£¥¡à áâà®¨âáï ¯ãâ�¥¬ â¥å¨ª¨¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå â¢¨áâãîé¨å ¯à¥®¡à §®¢ ¨©,   ¥ á ¯®¬®éìî ¥¯®áà¥¤áâ¢¥-®© ¯à®æ¥¤ãàë ª¢ â®¢ ¨ï [72℄, [75℄.� ¥¤ ¢¥© à ¡®â¥ [76℄, ¬¥â®¤ �¥¤®á®¢  ¨á¯®«ì§®¢ «áï ¤«ï ª¢ â®¢ ¨ï á¯¥-æ¨ «ì®£® ª« áá  âà¥ã£®«ìëå ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å r-¬ âà¨æ. Ǒ®¬¨¬® íâ®£®, ¯à¨«®�¥-¨ï ª¢ â®¢ ¨ï �¥¤®á®¢  ª ¥ª®â®à®¬ã ª« ááã ¥à¥£ã«ïàëå áª®¡®ª Ǒã áá® ,¢ª«îç îé¨å ¢ á¥¡ï r-áª®¡ª¨ (1.7), (1.9)   ä®à¬ «ì®¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ ï§ëª¥®¡áã�¤ «¨áì ¢ à ¡®â¥ [77℄. � å®âï, ¢ ¯à¨æ¨¯¥, ¬¥â®¤, ¯à¥¤«®�¥ë© ¢ à ¡®â¥[76℄ ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥© à ¡®â¥ [70℄, ¯®§¢®«ï¥â  ©â¨ ã¨¢¥àá «ì®¥ ª¢ -â®¢ ¨¥ ¤«ï r-áª®¡ª¨ (1.7), ¨ ¤ �¥ ¤«ï ¡®«¥¥ ®¡é¨å ¯ã áá®®¢ëå áâàãªâãà,  â¥å¨ç¥áª®¬ ãà®¢¥ ® ®ª §ë¢ ¥âáï ¥®¯à ¢¤ ® £à®¬®§¤ª¨¬ ¢ ¯à¨«®�¥¨¨ ¢â ª®¬ã ¯à®áâ®¬ã ª« ááã áª®¡®ª Ǒã áá® . � á¢ï§¨ á íâ¨¬, ¯à¥¤«®�¥ë©  ¬¨¯à®áâ®© ¯®¤å®¤ ¬®�¥â ®ª § âìáï ¯®«¥§ë¬ ª ª á â¥®à¥â¨ç¥áª®©, â ª ¨ á ¯à ªâ¨-ç¥áª®© â®çª¨ §à¥¨ï.�¨áá¥àâ æ¨ï á®áâ®¨â ¨§ ¯ïâ¨ £« ¢ ¨ § ª«îç¥¨ï. Ǒ¥à¢ ï £« ¢  { �¢¥¤¥¨¥.�â®à ï ¨ âà¥âìï,   â ª�¥ ç¥â¢�¥àâ ï ¨ ¯ïâ ï £« ¢ë á®¡à ë ¢ ®â¤¥«ìë¥ ç áâ¨.� ¯¥à¢®© ç áâ¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¯à¨«®�¥¨ï ¬¥â®¤  £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ªª« áá¨ç¥áª¨¬ ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬ á¨áâ¥¬ ¬,   ¢® ¢â®à®© ®¡®¡é¥¨ï ¬¥â®¤  �¥¤®á®¢ ¨ ¨å ¯à¨«®�¥¨ï ª ¯®áâà®¥¨î ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®«    ¨áªà¨¢«�¥®¬ á¨¬¯«¥ª-â¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ ¨ ã¨¢¥àá «ì®¬ã ª¢ â®¢ ¨î ¥ª®â®à®£® ª« áá  ¥à¥-£ã«ïàëå áª®¡®ª Ǒã áá® ,  áá®æ¨¨à®¢ ëå á ¯®áâ®ïë¬¨ à¥è¥¨ï¬¨ ª« áá¨-ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï �£ -� ªáâ¥à .�â®à ï £« ¢  ¯®á¢ïé¥  ¬¥â®¤ã ¢ëç¨á«¥¨ï ª« áá¨ç¥áª¨å r-¬ âà¨æ ¤«ï ¨-â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬, ¯®«ãç¥ëå ¢ à ¬ª å £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¨ ¯à¨¬¥¥-¨î íâ®£® ¬¥â®¤  ª ¢ëç¨á«¥¨î ª« áá¨ç¥áª®© r-¬ âà¨æë í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë� «®¤�¥à®-�®§¥à  á® á¯¨®¬.� âà¥âì¥© £« ¢¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à¨¬¥à ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë, ¯®«ãç¥®©¬¥â®¤®¬ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¯® ¤¥©áâ¢¨î ¥«¨¥¢ëå á¨¬¬¥âà¨©. �ë ¯®ª -§ë¢ ¥¬, çâ®, ¥á¬®âàï   ¡®«¥¥ á«®�ãî ¯à¨à®¤ã ª «¨¡à®¢®çëå á¨¬¬¥âà¨©,¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ ª®áâàãªæ¨¨, ãà ¢¥¨ï ¤¢¨�¥¨ï ¤ ®© á¨áâ¥¬ë à¥è îâáï¬¥â®¤®¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï.� ç¥â¢�¥àâ®© £« ¢¥ ¬ë ®¡®¡é ¥¬ ¬¥â®¤ ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ �¥¤®á®¢  á æ¥«ìî18



¯®áâà®¥¨ï ®¡é¥ª®®à¤¨ â®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®«    ¨áªà¨¢«�¥®¬á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨. �ë ®¯¨áë¢ ¥¬ £¥®¬¥âà¨î ¬®£®®¡à §¨©, ¤®¯ãá-ª îé¨å ª®áâàãªæ¨î ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®«  ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¢®¯à®á íª¢¨¢ «¥â-®áâ¨ ¢¨ª®¢áª®£® ¨ ¢¥©«¥¢áª®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©.Ǒïâ ï £« ¢  ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯®á¢ïé¥  ¥é�¥ ®¤®¬ã ®¡®¡é¥¨î ¬¥â®¤  �¥¤®á®¢ ,¯®§¢®«ïîé¥¬ã ¯à®ª¢ â®¢ âì ¥ª®â®àë© ª« áá ¥à¥£ã«ïàëå áª®¡®ª Ǒã áá® , áá®æ¨¨à®¢ ëå á ª« áá¨ç¥áª¨¬¨ âà¥ã£®«ìë¬¨ r-¬ âà¨æ ¬¨. � íâ®© £« ¢¥ ¬ë¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¤ ®¥ ª¢ â®¢ ¨¥ ï¢«ï¥âáï ã¨¢¥àá «ìë¬, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,¯à¥¤«®�¥ ï ¯à®æ¥¤ãà  ¯®§¢®«ï¥â ¯à®ª¢ â®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìãî âà¥ã£®«ìãî¡¨ «£¥¡àã �¨ ¢ á¬ëá«¥ â¥®à¨¨ ª¢ â®¢ëå £àã¯¯.� § ª«îç¥¨¨ ¯¥à¥ç¨á«¥ë ®á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤¨áá¥àâ æ¨¨, ¢ë®á¨¬ë¥  § é¨âã.
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� áâì I� ¬¨«ìâ®®¢  à¥¤ãªæ¨ï ¢¯à¨«®�¥¨¨ ª ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬á¨áâ¥¬ ¬.
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�« ¢  2Ǒ®«ãç¥¨¥ ª« áá¨ç¥áª®©r-¬ âà¨æë ¬¥â®¤®¬£ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨.� íâ®© £« ¢¥ ¬ë ¯à¥¤« £ ¥¬ ¬¥â®¤ ¢ëç¨á«¥¨ï ª« áá¨ç¥áª¨å r-¬ âà¨æ ¤«ï¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬, ¯®«ãç¥ëå ¢ à ¬ª å £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨. �£à ¨-ç¥¨ï,  ª« ¤ë¢ ¥¬ë¥ ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© ¯à®æ¥¤ãà®©, ¯®-áãé¥áâ¢ã á®áâ®ïâ ¢ «¨-¥¢®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª «¨¡à®¢®çëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©. �ë ¯à¨¬¥ï¥¬  è¬¥â®¤ ª ¢ëç¨á«¥¨î ª« áá¨ç¥áª®© r-¬ âà¨æë í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥-à®-�®§¥à  á® á¯¨®¬, ¨á¯®«ì§ãï ¥�¥ ®¯¨á ¨¥ ¢ â¥à¬¨ å ª®áâàãªæ¨¨ á¨áâ¥¬�¨âç¨  [38℄.�áî¤ã ¢ ¤ ®© £« ¢¥ ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ áâ ¤ àâë¥ ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï áª®¡®ªǑã áá®  ¬¥�¤ã í«¥¬¥â ¬¨ ¬ âà¨æë � ªá . � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨r = Xi;j;k;l rijkleij 
 ekl; (2.1)£¤¥ (eij)mn = ÆimÆjnáâ ¤ àâë© ¡ §¨á ¢ glN , â® ä®à¬ã« fL1; L2g = [r12; L1℄� [r21; L2℄ (2.2)®¡®§ ç ¥â, çâ® áª®¡ª¨ Ǒã áá®  ¬¥�¤ã ¬ âà¨çë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ Lij ¨ Lkl ¨¬¥îâ21



¢¨¤ fLij; Lklg =Xm (rimklLmj � Limrmjkl � rkmijLml + Lkmrmlij) : (2.3)2.1 �¥â®¤ ¯®«ãç¥¨ï ä®à¬ «ì®© r-¬ âà¨æë.� ¤ ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯®ª �¥¬, çâ® ª« áá¨ç¥áª ï ¨â¥£à¨àã¥¬ ï á¨áâ¥¬ , ¯®-«ãç¥ ï ¬¥â®¤®¬ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, ¤®¯ãáª ¥â ª ®¨ç¥áªãî r-¬ âà¨æã.�«®¢® \ä®à¬ «ì ï", áâ®ïé¥¥ ¢ § £®«®¢ª¥, ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï ¡®«ìè¨áâ¢  ¯à¨-¬¥à®¢ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå á¨áâ¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï £ ¬¨«ìâ®®¢  à¥¤ãªæ¨ï ®áãé¥áâ-¢«ï¥âáï ¢ ª®â¥ªáâ¥ â¥®à¨¨ ¯®«ï, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ä®à¬ã«  ¤«ï r-¬ âà¨æë á®¤¥à-�¨â ¡¥áª®¥çë¥ áã¬¬ë ¨ ¤®«�  ¤®®¯à¥¤¥«ïâìáï ®â¤¥«ì® ¤«ï ª �¤®© ª®-ªà¥â®© á¨áâ¥¬ë.�§«®�¥¨ï  è¥£® ¬¥â®¤  ¬ë  ç�¥¬ á ®¯¨á ¨ï ®£à ¨ç¥¨©,  ª« ¤ë¢ -¥¬ëå ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© ¯à®æ¥¤ãà®©. �â¨ ®£à ¨ç¥¨ï á®áâ®ïâ ¢  «¨ç¨¨ á«¥¤ã-îé¨å âà�¥å ¯à¥¤¯®«®�¥¨©, ¨§ ª®â®àëå ¬ë ¨áå®¤¨¬ ¯à¨ ¢ë¢®¤¥ ª« áá¨ç¥áª®©r-¬ âà¨æë:1. �«¥¬¥â �, ª®â®àë© ¯®á«¥ à¥¤ãªæ¨¨ ¤ �¥â ¬ âà¨æã � ªá , ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥-â®¬ ¥ª®â®à®© (¢®§¬®�® ¡¥áª®¥ç®-¬¥à®©)  «£¥¡àë �¨ g.2. �ª®¡ª¨ Ǒã áá®  à áè¨à¥®£® ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬¥�¤ã \¬ âà¨ç-ë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨" � ¨¬¥îâ r-¬ âà¨çë© ¢¨¤.3. � «¨¡à®¢®çë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï � ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥� 7! h�1�h; (2.4)£¤¥ h ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬ £àã¯¯ë �¨ G, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  «£¥¡à¥ �¨ g.�á«®¢¨ï 1 ¨ 3 ¯à®¤¨ªâ®¢ ë  è¨¬  ¬¥à¥¨¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì £ ¬¨«ìâ®®¢ãà¥¤ãªæ¨î, ¯à¨¢®¤ïéãî ª ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬¥ ¢¬¥áâ¥ á ¥�¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬� ªá . � íâ®© â®çª¨ §à¥¨ï ãá«®¢¨¥ 2 ï¢«ï¥âáï ¤®¯®«¨â¥«ìë¬. �® ®§ ç ¥â,çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥ª®â®à ï ª« áá¨ç¥áª ï r-¬ âà¨æ  r0, ®¯à¥¤¥«ïîé ï ç áâì ¯ã á-á®®¢®© áâàãªâãàë à áè¨à¥®£® ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢ , á¢ï§ ãî á í«¥¬¥-â®¬ �,   ¨¬¥®, áª®¡ª¨ Ǒã áá®  ¬¥�¤ã \¬ âà¨çë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨" � § ¤ îâáïá«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®© 22



f�1;�2g = [r012;�1℄� [r021;�2℄: (2.5)�¨�¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, ª ª ¯®áà¥¤áâ¢®¬ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¨áå®¤ ï r-¬ âà¨æ r0 ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¨áª®¬ãî r-¬ âà¨æã ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë.�ä¨¨â¥§¨¬ «ìë© ¢ à¨ â ãá«®¢¨ï 3 á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® áª®¡ª¨ Ǒã áá® ¬¥�¤ã á¢ï§ï¬¨ ¯¥à¢®£® à®¤  Ta ¨ í«¥¬¥â®¬ � ¯¥à¥¯¨áë¢ îâáï ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¬ãâ -â®à  fTa;�g = [ea;�℄; (2.6)£¤¥ feag { ¡ §¨á  «£¥¡àë �¨ ª «¨¡à®¢®çëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©.�¬¥áâ¥  ¥ª®â®àë¬¨ ª «¨¡à®¢®çë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ �a á¢ï§¨ ¯¥à¢®£® à®¤  ®¡-à §ãîâ á¨áâ¥¬ã á¢ï§¥© ¢â®à®£® à®¤  �� = 0 [5℄. �á¯®«ì§ãï íâ¨ á¢ï§¨, ¬ë ¬®�¥¬®¯à¥¤¥«¨âì áª®¡ªã �¨à ª , ¯®§¢®«ïîéãî ¢ëç¨á«ïâì à¥¤ãæ¨à®¢ ãî áª®¡ªãǑã áá®  ¢ â¥à¬¨ å à áè¨à¥®£® ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à -¢¨«ã. �«ï â®£® çâ®¡ë ¢ëç¨á«¨âì áª®¡ªã Ǒã áá®  ¬¥�¤ã  ¡«î¤ ¥¬ë¬¨ a ¨ bà¥¤ãæ¨à®¢ ®£® ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¬ë ¤®«�ë ¢ëç¨á«¨âì áª®¡ªã �¨à ª ¬¥�¤ã «î¡ë¬¨ ¯à®¤®«�¥¨ï¬¨ A ¨ B äãªæ¨© a, b á ¯®¢¥àå®áâ¨ á¢ï§¥© ¢â®à®£®à®¤  ¢ à áè¨à¥®¥ ä §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®fA;BgDB = fA;Bg � fA; ��gC��f��; Bg: (2.7)Ǒ®á«¥ ç¥£®, áª®¡ª  Ǒã áá®  ¬¥�¤ã äãªæ¨ï¬¨ a ¨ b ®ª §ë¢ ¥âáï à ¢  ¢ëà -�¥¨î (2.7), ¢ëç¨á«¥®¬ã   ¯®¢¥àå®áâ¨ á¢ï§¥© �� = 0.� ãà ¢¥¨¨ (2.7) jjC��jj ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥©, ®¡à â®© ª ¬ âà¨æ¥ jjC��jj =f��; ��g , £¤¥ f ; g ®¡®§ ç îâ áª®¡ªã Ǒã áá®  à áè¨à¥®£® ä §®¢®£® ¯à®áâ-à áâ¢ .Ǒ®áª®«ìªã ¯®á«¥ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ í«¥¬¥â � 2 g ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¬ âà¨æã� ªá , ¯ã áá®®¢  áâàãªâãà  « ªá®¢ëå ãà ¢¥¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï áª®¡ª®© �¨à ª ,¢ëç¨á«¥®©   ¯®¢¥àå®áâ¨ á¢ï§¥© �� = 0, ¬¥�¤ã \¬ âà¨çë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨"�. � ¬¥ç â¥«ìë¬ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®¬ ï¢«ï¥âáï â®, çâ® ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ ¢ëè¥ã¯®-¬ïãâëå ãá«®¢¨© ¢ëà �¥¨¥ ¤«ï íâ®© áª®¡ª¨ �¨à ª   ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¯à¨¨¬ ¥âr-¬ âà¨çë© ¢¨¤. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¡« £®¤ àï ãá«®¢¨î 2, ¯¥à¢ë© ç«¥ áª®¡ª¨ �¨-à ª  (2.7) ã�¥ ¨¬¥¥â âà¥¡ã¥¬ë© ¢¨¤ (2.5), ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ®áâ ¢è¨¥áï ç«¥ë ¢23



(2.7), ¢ëç¨á«¥ë¥   ¯®¢¥àå®áâ¨ á¢ï§¥© �� = 0, ¯à¨¨¬ îâ r-¬ âà¨çë© ¢¨¤¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï 3. Ǒ®ïá¨¬ ¯®á«¥¤¥¥ ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®.�¤¨áâ¢¥ë¥ ¥ã«¥¢ë¥ í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë jjC��jj, ¢ëç¨á«¥®©   ¯®¢¥àå-®áâ¨ á¢ï§¥© ��, ¨¬¥îâ ¢¨¤C�a Tb = �CTb �a = (P�1)ba; (2.8)¨ CTa Tb = (P�1)af�; �dg(P�1)bd; (2.9)£¤¥ P ba = fTa; �bg:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ª �¤®¬ ¨§ ¤®¯®«¨â¥«ìëå ç«¥®¢ ¢ ¢ëà �¥¨¨ f�1;�2gDBj��=0¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤  ¨§ áª®¡®ª Ǒã áá®  � á® á¢ï§ï¬¨ ¯¥à¥¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ª®¬¬ãâ â®à , ¡« £®¤ àï ãà ¢¥¨î (2.6), ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ª �¤ë© ç«¥ ¯à¨¨-¬ ¥â r-¬ âà¨çë© ¢¨¤.� à¥§ã«ìâ â¥, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¨áª®¬ãî ª« áá¨ç¥áªãî r-¬ âà¨æãr = (r0 � (P�1)abea 
 f�b;�g+ 12Qabea 
 fTb;�g)j��=0; (2.10)£¤¥ Qab = (P�1)af�; �dg(P�1)bd� á«¥¤ãîé¥¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯à¨¬¥¨¬ ä®à¬ã«ã (2.10) ª ¢ëç¨á«¥¨î ª« áá¨ç¥á-ª®© r-¬ âà¨æë í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á® á¯¨®¬.2.2 �« áá¨ç¥áª ï R-¬ âà¨æ  í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨á-â¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á® á¯¨®¬.� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯®ª �¥¬, çâ® ª« áá¨ç¥áª ï r-¬ âà¨æ  í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨á-â¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á® á¯¨®¬ ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëç¨á«¥  ¢ à ¬ª å £ ¬¨«ìâ®-®¢®© à¥¤ãªæ¨¨. Ǒà¨¬¥ç â¥«ìë¬ ï¢«ï¥âáï â®, çâ® ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¤ ®© r-¬ âà¨ç®© áâàãªâãàë ¬ë ¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ â®�¤¥áâ¢    í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ äãªæ¨¨,¨§ ª®â®àëå á«¥¤ã¥â ¨â¥£à¨àã¥¬®áâì á¨áâ¥¬ ¯®¤®¡®£® â¨¯ .24



� ¯à®æ¥áá¥ ¢ëç¨á«¥¨ï ¬ë à §¡¨¢ ¥¬ ¯à®æ¥¤ãàã £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨  ¤¢  íâ ¯ . �  ¯¥à¢®¬ íâ ¯¥ ¬ë ®¯ãáª ¥¬ ª «¨¡à®¢®çë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï, á¢ï-§ ë¥ á ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© ¯®¤£àã¯¯®© ¨ ¯®«ãç ¥¬ ä®à¬ã«ã ¤«ï ª« áá¨ç¥áª®© r-¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á ¬ ªá¨¬ «ìë¬ á¯¨®¢ë¬ á¥ªâ®à®¬.�â®à®© íâ ¯ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯® ®áâ â®ç®¬ã ¤¥©áâ-¢¨î ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© ¯®¤£àã¯¯ë ã�¥   ª®¥ç®¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. Ǒ® íâ®©¯à¨ç¨¥ ¯à¥¤«®�¥ë©  ¬¨ à¥æ¥¯â (2.10) £®¤¨âáï ¤«ï «î¡®© ¯ à ¡®«¨ç¥áª®©¯®¤£àã¯¯ë SLN (C) ¨ «î¡®£® ãá«®¢¨ï ä¨ªá æ¨¨ ®áâ â®ç®© ª «¨¡à®¢®ç®© á¨¬-¬¥âà¨¨.� ¬¨«ìâ®®¢  à¥¤ãªæ¨ï ¤«ï í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á®á¯¨®¬ ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ ¯à¥¤«®�¥  ¢ à ¡®â¥ [35℄, ¢ ª®â®à®© ä §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®¤ ®© á¨áâ¥¬ë à¥ «¨§®¢ ® ª ª ª®ª á â¥«ì®¥ à áá«®¥¨¥  ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬¬®¤ã«¥© â®¯®«®£¨ç¥áª¨ âà¨¢¨ «ìëå £®«®¬®àäëå à áá«®¥¨©  ¤ â®à®¬ á ®â-¬¥ç¥®© â®çª®©. �ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ íâã ª®áâàãªæ¨î ¯à¨ ¢ë¢®¤¥ ª« áá¨ç¥áª®©r-¬ âà¨æë.�«ï  è¨å æ¥«¥© ®ª §ë¢ ¥âáï ¡®«¥¥ ã¤®¡ë¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤àã£ãî ä®à¬ã«¨-à®¢ªã [36℄ íâ®© ª®áâàãªæ¨¨, ®á®¢ ãî   ç¥å®¢áª®¬ ®¯¨á ¨¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬®¤ã«¥© £®«®¬®àäëå à áá«®¥¨©. �ë à¥ «¨§ã¥¬ â®à �� ª ª ä ªâ®à ¬®£®®¡à -§¨¥ C=qZ á q = e2�i� , Im� > 0 ¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ äã¤ ¬¥â «ì®© ®¡« áâ¨ ¢ë¡¨à ¥¬ª®«ìæ® Ann� = fjq1=2j < jzj < jq�1=2jg .�ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ £®«®¬®àä®¥ ¢¥ªâ®à®¥ à áá«®¥¨¥ EN à £  N  ¤ �� ¬ â-à¨ç®© äãªæ¨¥© ¯¥à¥å®¤  g(z) 2 GLN(C) , ª®â®à ï £®«®¬®àä  ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ª®âãà   = fjzj = jq1=2jg. Ǒà®áâà áâ¢® ¯®«¥© g(z) ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¡ãª¢®©L. Ǒãáâì ¤ «¥¥ G { £àã¯¯  GLN (C)-§ çëå £®«®¬®àäëå äãªæ¨© f(z)  ª®«ìæ¥ Ann� â ª¨å çâ® f(z)���z=1 = I; (2.11)£¤¥ I { ¥¤¨¨ç ï ¬ âà¨æ . �àã¯¯  G ¤¥©áâ¢ã¥â   ¯à®áâà áâ¢¥ L á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬ g(z) 7! f(z)g(z)f�1(q�1z) : (2.12)� ¬¥â¨¬, çâ®  «£¥¡à  �¨ Lie(G) á®áâ®¨â ¨§ ¬ âà¨ç®-§ çëå £®«®¬®àäëåäãªæ¨© "(z) : Ann� 7! glN(C) ®¡à é îé¨åáï ¢ ã«ì ¢ â®çª¥ z = 1"(z)���z=1 = 0:25



� ªâ®à-¯à®áâà áâ¢® ®â®á¨â¥«ì® ¤¥©áâ¢¨ï (2.12) £àã¯¯ë GM = L=G (2.13)ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ ¬®¤ã«¥© £®«®¬®àäëå à áá«®¥¨©   â®à¥ �� á ®â¬¥-ç¥®© â®çª®© z = 1. � «ì¥©è ï à¥¤ãªæ¨ï ¯à®áâà áâ¢  ¬®¤ã«¥© (2.13) ¯®¤¥©áâ¢¨î ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© ¯®¤£àã¯¯ë P � SLN (C) ¯à¨¢®¤¨â  á ª ¯à®áâà áâ¢ã¬®¤ã«¥© £®«®¬®àäëå à áá«®¥¨©   �� á ª¢ §¨-¯ à ¡®«¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© ¢â®çª¥ z = 1.�®ª á â¥«ì®¥ à áá«®¥¨¥ T �L ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥ë¬ ä §®¢ë¬ ¯à®áâà áâ-¢®¬  è¥© ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë. �®«ì ¤¢®©áâ¢¥®© ª®®à¤¨ âë ª g(z) ¨£-à ¥â â ª  §ë¢ ¥¬®¥ ¯®«¥ �¨££á , ª®â®à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© glN(C)-§ çãî1-ä®à¬ã � = �(z)dzz ;£¤¥ �(z) { £®«®¬®àä®¥ ¯®«¥ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ª®âãà  1.� ®¨ç¥áª ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª ï ä®à¬    T �L ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤
 = 12�i I1 trÆ(g�1(z)�) ^ Æg(z) : (2.14)�¥©áâ¢¨¥ (2.12) ¯®¤¨¬ ¥âáï ¤® £ ¬¨«ìâ®®¢  ¤¥©áâ¢¨ï   ¯à®áâà áâ¢¥ T �L�(z) 7! f(z)�(z)f�1(z) : (2.15)�®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ®â®¡à �¥¨¥ ¬®¬¥â®¢ ¨¬¥¥â ¢¨¤� : T �L 7! Lie�(G) ; (2.16)£¤¥ �[�; g℄(") = I1 tr(g�1(z) � g(z) "(q�1z)� � "(z)); " 2 Lie(G): (2.17)� ¢¥áâ¢® ã«î ®â®¡à �¥¨ï ¬®¬¥â®¢ (2.17) íª¢¨¢ «¥â® ãá«®¢¨î, çâ® äãª-æ¨ï �(z) ¬®�¥â ¡ëâì ¬¥à®¬®àä® ¯à®¤®«�¥  ¢ãâàì ª®«ìæ  â ª, çâ® ¤«ï jzj =jq1=2j �(q�1z) = g�1(z)�(z)g(z); (2.18)¨ ¢® ¢á¥¬ ª®«ìæ¥ äãªæ¨ï �(z) ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© ¯à®áâ®© ¯®«îá ¯¥à¢®£® ¯®-àï¤ª  ¢ â®çª¥ z = 1 . 26



� ª ¨§¢¥áâ®, â®¯®«®£¨ç¥áª¨ âà¨¢¨ «ì®¥ à áá«®¥¨¥ ®¡é¥£® ¯®«®�¥¨ï  â®à¥ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© «¨¥©ëå à áá«®¥¨© [78℄. �«¥¤®¢ â¥«ì® £®«®-¬®àä®¥ à áá«®¥¨¥ ®¡é¥£® ¯®«®�¥¨ï á ®â¬¥ç¥®© â®çª®© ¬®�¥â ¡ëâì á®¯àï-�¥® ª ¯àï¬®© áã¬¬¥ «¨¥©ëå à áá«®¥¨© ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯®áâ®ï®© ¬ âà¨æë� 2 SLN(C).�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¨á¯®«ì§ãï ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë G (2.12), ¯®«¥ g(z) ®¡é¥£® ¯®-«®�¥¨ï ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥® ª ¯®áâ®ï®© ¬ âà¨æ¥ á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ 
h = �0BBBB� e�2�iu1 0 : : : 00 e�2�iu2 : : : 0: : : : : : : : : : : :0 0 : : : e�2�iuN

1CCCCA��1 : (2.19)� ç áâ®áâ¨, íâ® ®§ ç ¥â, çâ® �zgii(z) = 0 (2.20)¬®�¥â ¡ëâì ¢ë¡à ® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ãá«®¢¨ï ä¨ªá æ¨¨ ª «¨¡à®¢ª¨.�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë � ®¯à¥¤¥«ïîâáï h á â®ç®áâìî ¤® á«¥-¤ãîé¥£® ¬ áèâ ¡®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï�ij 7! �ij�j; �j 6= 0; (2.21)  ui ¨ u0i = ui+n1+n2� ; n1; n2 2 Z § ¤ îâ ®¤® ¨ â®�¥ £®«®¬®àä®¥ à áá«®¥¨¥  �� .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®âªàëâ®¥ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®�¥áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  ¬®¤ã«¥©M (2.13) ¬®�¥â ¡ëâì ¯ à ¬¥âà¨§®¢ ® â®çª ¬¨ ¬®�¥áâ¢ (J �CPN�1)N ; (2.22)£¤¥ J { �ª®¡¨  ªà¨¢®© �� .�  ï ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ï¢«ï¥âáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ �îà¨ [79℄ £®«®¬®àäëå à áá«®¥¨©   ¯à®¨§¢®«ìëå à¨¬ ®¢ëå ¯®¢¥àå®áâïå.1� §«®�¨¬ äãªæ¨¨ g(z) ¨ �(z) ¢ àï¤ë �®à   ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ª®âãà  �ij(z) =Xa2Z �aijza ; gij(z) =Xa2Z gaijza : (2.23)1� íâ®© á¢ï§¨ á«¥¤ã¥â ã¯®¬ïãâì à ¡®âë [80℄, [81℄, ¢ ª®â®àëå ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï �îà¨  ¨á-¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ®¯¨á ¨ï á¨áâ¥¬ �¨âç¨   áá®æ¨¨à®¢ ëå á à¨¬ ®¢ë¬¨ ¯®¢¥àå®áâï¬¨ ¯à®-¨§¢®«ì®£® à®¤ . 27



�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áª®¡ª¨ Ǒã áá®  ¬¥�¤ã «®à ®¢áª¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨  å®-¤ïâáï ¢ ¢¨¤¥f�aij; �bklg = ��a+bil Ækj + �a+bkj Æil; fgaij; �bklg = ga+bkj Æil; fgaij; gbklg = 0: (2.24)� íâ¨å â¥à¬¨ å ª®íää¨æ¨¥âë à §«®�¥¨ï á¢ï§¥© �[�; g℄ = 0 (2.17) ¯à¨¨¬ îâ¢¨¤Maij = Xb;;k;l(g�1)b�ik �klga�blj qa � Xb;;k;l(g�1)b�ik �klg�blj � �aij + �0ij ; a 6= 0; (2.25)  ª «¨¡à®¢®çë¥ ãá«®¢¨ï (2.20) ¯¥à¥¯¨áë¢ îâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬gaij = 0; a 6= 0: (2.26)� à¥§ã«ìâ â¥ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á¨áâ¥¬ã á¢ï§¥© ¢â®à®£® à®¤ Maij = 0 (a 6= 0); gaij = 0 (a 6= 0): (2.27)�£à ¨ç¥¨¥ ¯®«ï g(z)   ¯®¢¥àå®áâì á¢ï§¥© (2.27) ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®áâ®ï®© ¬ â-à¨æ¥© g(z) = h (2.19), ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¯®«¥ ®£à ¨ç¥¨¥ ¯®«ï � ¤ �¥â ¬ âà¨æã� ªá  í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á ¬ ªá¨¬ «ìë¬ á¯¨®¢ë¬á¥ªâ®à®¬ �(z) = l(z) = � ~l(z)��1 ; (2.28)£¤¥ ~lii(z) = � vi2�i; ~lij(z) = � NXk=1 �ik�kj �(z; uij); i 6= j ; uij = ui � uj :Ǒ¥à¥¬¥ë¥ ui, �ij, vj ¨ �ij ¯ à ¬¥âà¨§ãîâ à¥¤ãæ¨à®¢ ®¥ ä §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®T �M� T �(J �CPN�1)N .Ǒ®áª®«ìªã ¤«ï ª �¤®£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® j = 1; : : : ; N �ij ï¢«ïîâáï ®¤®-à®¤ë¬¨ ª®®à¤¨ â ¬¨   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¯à®¥ªâ¨¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ CPN�1,à¥¤ãæ¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® T �M ¯®¨¬ ¥âáï ª ª à¥§ã«ìâ â ª®¥ç®-¬¥à®©á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© à¥¤ãªæ¨¨ ¯® á¢ï§ï¬ ¯¥à¢®£® à®¤ NXk=1 �ik�ki = 0 : (2.29)¢ ª®ª á â¥«ì®¬ à áá«®¥¨¨ 28



T �(J �CN )N (2.30)á ª ®¨ç¥áª®© á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© ä®à¬®©
1 = NXi=1 dvi ^ dui + NXi;j=1d�ij ^ d�ji : (2.31)� ª®¥æ, äãªæ¨ï �(z; u) ¢ ãà ¢¥¨¨ (2.28) ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥�(z; u) =Xa2Z zaqae2�iu � 1 ; jqj < jzj < 1 ; u 6= a + b�; a; b 2 Z: (2.32)� âà¨æ  � ªá  á¨áâ¥¬ë �¨âç¨  á ª¢ §¨-¯ à ¡®«¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© ¢ ®â-¬¥ç¥®© â®çª¥ z = 1 ¯®«ãç ¥âáï à¥¤ãªæ¨¥© ¬ âà¨æë (2.28) ¯® ¯à¨á®¥¤¨�¥®¬ã¤¥©áâ¢¨î á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯ à ¡®«¨ç¥áª®© ¯®¤£àã¯¯ë P � SLN(C) .�«ï ¢ëç¨á«¥¨ï r-¬ âà¨æë ¤«ï (2.28)  ¬ ¥®¡å®¤¨¬®  ©â¨ áª®¡ªã �¨à ª ,®áãé¥áâ¢«ïîéãî à¥¤ãªæ¨î   ¯®¢¥àå®áâì á¢ï§¥© (2.27). �«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç®§ âì ¢ëà �¥¨ï ¤«ï áª®¡®ª Ǒã áá®  á¢ï§¥© (2.27), ¢ëç¨á«¥ë¥   ¯®¢¥àå-®áâ¨ íâ¨å �¥ á¢ï§¥©. �¥á«®�ë¥ ¢ëç¨á«¥¨ï ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¥ ¢ëà �¥¨ï ¤«ï¥ã«¥¢ëå áª®¡®ª, ¢ëç¨á«¥ëå   ¯®¢¥àå®áâ¨ (2.27).fgaij ;M bklg = Æa+b;0 (q�ahilÆkj � hkjÆil): (2.33)�«ï í«¥¬¥â®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ®¡à â®© ¬ âà¨æë ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤ãîé¨¥®¡®§ ç¥¨ï. � ¯à¨¬¥à, (CMg)ij kla b ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨çë¬ í«¥¬¥â®¬ á ¯¥à¢ë¬ ¨-¤¥ªá®¬M ija ¨ ¢â®àë¬ ¨¤¥ªá®¬ gklb . �®£¤  ¥ã«¥¢ë¥ í«¥¬¥âë ®¡à â®© ¬ âà¨æë§ ¯¨áë¢ îâáï ¢ ¢¨¤¥(CMg)ij kla b = �(CgM)kl ijb a = NXm;n=1 Æa+b;0 �lm(��1)mi�jn(��1)nkqa e�2�iun � e�2�ium : (2.34)� ¯à®æ¥áá¥ ¢ëç¨á«¥¨ï r-¬ âà¨æë ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢®fMaij; �bg = [eji; �a+b℄� [eji; �b℄; (2.35)ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬   «®£®¬ ®¡é¥£® ãá«®¢¨ï (2.6).� ¯¨è¥¬ ¢ëà �¥¨¥ ¤«ï áª®¡ª¨ �¨à ª  (2.7) ¬¥�¤ã ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ à §-«®�¥¨ï ¯®«ï �(z) ¢ ¢¨¤¥ f�a1 ; �b2gDB = f�a1 ; �b2g+Dab :29



Ǒ¥à¢ ï ç áâì íâ®£® ¢ëà �¥¨ï, â® ¥áâì ¨áå®¤ ï áª®¡ª  à áè¨à¥®£® ä §®¢®£®¯à®áâà áâ¢ , ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á   ¢ r-¬ âà¨ç®© ä®à¬¥f�a1 ; �b2g = 12Xi;j [eij 
 eji; �a+b1 ℄� 12Xi;j [eij 
 eji; �a+b2 ℄: (2.36)�â®à ï ç áâì Dab, ¢ëç¨á«¥ ï   ¯®¢¥àå®áâ¨ á¢ï§¥© ¨¬¥¥â ¢¨¤Dab = NXm;n=1 �im(��1)ml�kn(��1)njqb e�2�iumn � 1 ([eij 
 ekl; �a+b1 ℄� [eij 
 ekl; �a1 ℄)� NXm;n=1 �im(��1)ml�kn(��1)njqa e�2�iumn � 1 ([ekl 
 eij; �b+a2 ℄� [ekl 
 eij; �b2℄) ; (2.37)£¤¥ umn = um � un.�«ï â®£® çâ®¡ë  ©â¨ áª®¡ªã �¨à ª  ¬¥�¤ã ¯®«ï¬¨ �(z) ¨ �(z0), ¬ë ¤®«�ë¢ëç¨á«¨âì áã¬¬ã á«¥¤ãîé¥£® ¡¥áª®¥ç®£® àï¤ f�1(z); �2(z0)gDB = Xa;b2Zf�a1 ; �b2gDBza(z0)b: (2.38)�  ï ¯à®æ¥¤ãà  âà¥¡ã¥â ®¯à¥¤¥«�¥®© ®áâ®à®�®áâ¨, ¯®áª®«ìªã ¡¥áª®¥ç-ë¥ áã¬¬ë ®â¤¥«ìëå ç«¥®¢ ¢ ¢ëà �¥¨ïå (2.36), (2.37) à áå®¤ïâáï, ¨ ¤«ï ¯®-«ãç¥¨ï ª®¥ç®£® ®â¢¥â  ¬ë ¤®«�ë ¯à ¢¨«ìë¬ ®¡à §®¬ áª®¬¡¨¨à®¢ âì ¯®-¤®¡ë¥ ç«¥ë ¢ íâ¨å ¢ëà �¥¨ïå ¯¥à¥¤ â¥¬, ª ª ¯à®¨§¢®¤¨âì áã¬¬¨à®¢ ¨¥.� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¬ë ¯®« £ ¥¬ jqj < jz0j < jzj < 1, â® àï¤ ¢ ¢ëà �¥¨¨ (2.38),á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¢â®à®¬ã ç«¥ã ¢ (2.37) ®ª §ë¢ ¥âáï à áå®¤ïé¨¬¨áï. �¤ ª®,¥á«¨ ¯à¨¡ ¢¨âì ª íâ®¬ã ç«¥ã ¯®¤®¡®¥ ¢ëà �¥¨¥ ¨§ (2.36), â® ¢ à¥§ã«ìâ â¥àï¤ ¡ã¤¥â áå®¤¨âìáï, ¨ ¨áª®¬ ï r-¬ âà¨æ  ¤«ï ¬ âà¨æë � ªá  (2.28) ¯à¨¬¥âá«¥¤ãîé¨© ¢¨¤ r(z; z0) = �1�2[(E(z0=z)� E(z0))Xi eii 
 eii++Xi 6=j (�(z0=z; uji)� �(z0; uji))eij 
 eji℄��11 ��12 ; (2.39)£¤¥ �1 = �
 I ; �2 = I 
 � ;  äãªæ¨ï E(z) ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ àï¤ 30



E(z) = Xa2Z a6=0 zaqa � 1 � 1; jqj < jzj < 1: (2.40)� ¬¥ç ¨¥ 1. �« áá¨ç¥áª ï r-¬ âà¨æ  í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®-§¥à  á® á¯¨®¬ ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ ¢ëç¨á«¥  ¢ à ¡®â¥ [82℄. � ®â«¨ç¨¨ ®â  è¨å ä®à-¬ã« (2.28) ¨ (2.39), ª®â®àë¥ ¨áå®¤® ®¯à¥¤¥«¥ë   í««¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨¢®©, ª®¥ç-ë¥ ¢ëà �¥¨ï ¤«ï ¬ âà¨æë � ªá  ¨ ¤«ï r-¬ âà¨æë ¢ à ¡®â¥ [82℄ ®¯à¥¤¥«¥ë  í««¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨¢®© â®«ìª® ¯®á«¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì®© à¥¤ãªæ¨¨.� ¬¥ç ¨¥ 2. �««¨¯â¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  � «®¤�¥à®-�®§¥à  á ¬ ªá¨¬ «ìë¬ á¯¨-®¢ë¬ á¥ªâ®à®¬ ¬®�¥â ¡ëâì â ª�¥ ®¯¨á   ¢ â¥à¬¨ å ¬ âà¨æë � ªá  ¨ r-¬ âà¨æë, ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥ë ª ª äãªæ¨¨   í««¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨¢®©,   ¥ ª ªá¥ç¥¨ï ¥ª®â®à®£® à áá«®¥¨ï. � ¨¬¥®, ¬ âà¨æ  � ªá  (2.28) ¨ r-¬ âà¨æ (2.39) á®¯àï�¥ë ª á«¥¤ãîé¨¬ ¬ âà¨ç®-§ çë¬ äãªæ¨ï¬   ��lKij (w) = NXk;l=1�ikBkl(w)(��1)lj; Bii = � vi2�i;Bij(w) = � NXk=1 �ik�kj �11(w � uj)�11(w + uj � ui)�11(ui)�011(0)�11(w)�11(w � ui)�11(ui � uj)�11(uj) ; i 6= j; (2.41)
~r(w;w0) = NXi;j=1(E(w � w0) + E(w0))eij 
 eji�� NXi;j;k;l=1�il(��1)lk(E(w � ul) + E(ul))eij 
 ejk; (2.42)£¤¥ w = 12�i ln z ; w0 = 12�i ln z0 ;  �11(w) = Xm2Z exp (�i�(m + 1=2)2 + 2�i(m + 1=2)(w + 1=2)):� âà¨æ  � ªá  í««¨¯â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á® á¯¨®¬ ¢ â -ª®¬ ¢¨¤¥ ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ ¯®«ãç¥  ¢ à ¡®â¥ �à¨ç¥¢¥à  [81℄.� ¬¥ç ¨¥ 3. Ǒà¨¬¥ç â¥«ì®, çâ® ¯à¨ ¢ë¢®¤¥ ä®à¬ã«ë (2.39), ®á®¢ ®¬  £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, ¬ë ¥ ¨á¯®«ì§®¢ «¨ á¢®©áâ¢  í««¨¯â¨ç¥áª¨å äãªæ¨©31



�(z; u) ¨ E(z), ãç�¥â ª®â®àëå ¥¨§¡¥�¥ ¯à¨ ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®© ¯à®¢¥àª¥ ¯à ¢¨«ì-®áâ¨  ©¤¥®© r-¬ âà¨æë. � ®¯à¥¤¥«�e®¬ á¬ëá«¥ ¬ë ¯®«ãç¨«¨ íâ¨ â®�¤¥áâ¢ ¬¥â®¤®¬ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ á«ãç ¥. �â¥à¥á® ®â¬¥â¨âì,çâ®   «®£¨çë© ¢ë¢®¤ â®�¤¥áâ¢   í««¨¯â¨ç¥áª¨¥ äãªæ¨¨ ¡ë« ¢¯¥à¢ë¥ ¯®-«ãç¥ ¢ à ¬ª å ª¢ â®¢®©,   ¥ ª« áá¨ç¥áª®© à¥¤ãªæ¨¨ [83℄ .Ǒ®«ãç¥ ï r-¬ âà¨æ  (2.39) ï¢«ï¥âáï ã¨¢¥àá «ì®© ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® á¯®¬®éìî ¥�¥ ¬®�® ¢ë¢¥áâ¨ ª« áá¨ç¥áªãî r-¬ âà¨æã ¤«ï á¨áâ¥¬ë �¨âç¨   í««¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨¢®© á ¯à®¨§¢®«ì®© ª¢ §¨-¯ à ¡®«¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© ¢ ®â¬¥-ç¥®© â®çª¥. Ǒ®ïá¨¬ ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®.Ǒãáâì P ¯ à ¡®«¨ç¥áª ï ¯®¤£àã¯¯  SLN(C). �®£¤  á¨áâ¥¬  �¨âç¨    í«-«¨¯â¨ç¥áª®© ªà¨¢®© á ¤ ®© ª¢ §¨-¯ à ¡®«¨ç¥áª®© áâàãªâãà®© ¢ ®â¬¥ç¥®©â®çª¥ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¢ëè¥®¯¨á ®© á¨áâ¥¬ë á ¬ ªá¨¬ «ìë¬ á¯¨®¢ë¬ á¥ª-â®à®¬ ¯ãâ�¥¬ ¤ «ì¥©è¥© £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¯® ¤¥©áâ¢¨î ¯ à ¡®«¨ç¥áª®©¯®¤£àã¯¯ë P�ij 7! NXk=1 qik�kj ; �ij 7! NXk=1 �ik(q�1)kj ; ui 7! ui ; vi 7! vi ; (2.43)£¤¥ q = jjqijjj 2 P.�â®¡à �¥¨¥ ¬®¬¥â®¢ ¤¥©áâ¢¨ï (2.43)  å®¤¨âáï ¢ ¢¨¤¥�P : T �M 7! Lie�(P) ; �P [�; �℄(X) = tr(��X) ;X 2 Lie(P) � glN(C): (2.44)�â¬¥â¨¬, çâ® ¬ âà¨æ  � ªá  (2.28) ¯à¥®¡à §ã¥âáï ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ í«¥¬¥â q 2 P á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ l(z) 7! lq(z) = ql(z)q�1; (2.45)çâ® á®£« áã¥âáï á  è¨¬ ®¡é¨¬ ¯à¥¤¯®«®�¥¨¥¬ (2.4).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢á¥ ãá«®¢¨ï, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¥ ¢®§¬®�®áâì¯à¨¬¥¥¨ï  è¥£® ¬¥â®¤  ¤«ï ¢ë¢®¤  ª« áá¨ç¥áª®© r-¬ âà¨æë, ¢ë¯®«¥ë. �®-«¥¥ â®£®, ¯®áª®«ìªã £ ¬¨«ìâ®®¢  à¥¤ãªæ¨ï   íâ®¬ íâ ¯¥ ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®¬¥à-®©, «î¡®© ¢ë¡®à ª «¨¡à®¢®ç®£® ãá«®¢¨ï �� , ä¨ªá¨àãîé¥£® ¯à®¨§¢®« (2.43),¯à¨¢®¤¨â  á ª å®à®è® ®¯à¥¤¥«�¥®© ä®à¬ã«¥ ¤«ï ¨áª®¬®© r-¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë�¨âç¨  32



rP (z; z0) = (r(z; z0)��(P�1)��e� 
 f��; l(z0)g+ 12Q��e� 
 f�P� ; l(z0)g)����P�=��=0; (2.46)£¤¥ £à¥ç¥áª¨¥ ¨¤¥ªáë ã¬¥àãîâ ¥ª®â®àë© ¡ §¨á fe�g ¢ ¯®¤ «£¥¡à¥ Lie(P) ,®¡à â¨¬ ï ¬ âà¨æ  P ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨¥ í«¥¬¥âëP �� = f�P� ; ��g ;¨,  ª®¥æ, Q�� = (P�1)�f�; ��g(P�1)�� :�â¥à¥á® ®â¬¥â¨âì ¢ë¤¥«¥ãî à®«ì «¨¥¢®áâ¨ ª «¨¡à®¢®çëå ¯à¥®¡à §®¢ -¨© ¢ ¯à¥¤«®�¥®¬ ¬¥â®¤¥ ¢ëç¨á«¥¨ï ª« áá¨ç¥áª®© r-¬ âà¨æë. � ª ¬ë ã¢¨-¤¨¬ ¢ á«¥¤ãîé¥© £« ¢¥, ¨â¥£à¨àã¥¬®áâì à¥¤ãæ¨à®¢ ®© £ ¬¨«ìâ®®¢®© á¨á-â¥¬ë ¥ âà¥¡ã¥â «¨¥¢®áâ¨ á¨¬¬¥âà¨©, ¯® ª®â®àë¬ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï à¥¤ãªæ¨ï. �â® ¡«î¤¥¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯à¥¤¯®«®�¨âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¡®«¥¥ á« ¡®¥ ãá«®¢¨¥ ¨-¢®«îâ¨¢®áâ¨ ¨â¥£à «®¢ ¤¢¨�¥¨ï, ç¥¬ ãá«®¢¨¥ (2.2) .
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�« ¢  3�«£¥¡à  �ª«ï¨  ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ïá¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à .� íâ®© £« ¢¥ ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬ ¯à¨¬¥à ¤¢ã¬¥à®© ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë, ¯®«ã-ç¥®© ¯ãâ�¥¬ £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¯® ¤¥©áâ¢¨î  «£¥¡àë �ª«ï¨  ¨ ï¢«ïî-é¥©áï ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¤¢ãå-ç áâ¨ç®© à æ¨® «ì®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à .�á¯®«ì§ãï ¬¥â®¤ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï [7℄, ¬ë ï¢® à¥è ¥¬ ãà ¢¥¨ï ¤¢¨�¥¨ï ¤ -®© á¨áâ¥¬ë.�áî¤ã ¢ íâ®© £« ¢¥ £à¥ç¥áª¨¥ ¨¤¥ªáë ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï ®â 0 ¤® 3, « â¨-áª¨¥ ¨¤¥ªáë { ®â 1 ¤® 3, ¨ ª �¤ë© à §, ª®£¤  ¢áâà¥ç ¥âáï ª®¬¡¨ æ¨ï ¨¤¥ªá®¢i; j; k, ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® ®¨ ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï 1; 2; 3 ¢¬¥áâ¥ á® ¢á¥¬¨ á¢®-¨¬¨ æ¨ª«¨ç¥áª¨¬¨ ¯¥à¥áâ ®¢ª ¬¨. � ª�¥ ¢áî¤ã ¢ íâ®© £« ¢¥�� = ��p� ;  �� ®¡®§ ç ¥â ��x� .3.1 Ǒ®áâà®¥¨¥ ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë.�â¯à ¢ë¬ ¯ãªâ®¬  è¥© ª®áâàãªæ¨¨ ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥®¥ ä §®¢®¥ ¯à®áâ-à áâ¢®, ï¢«ïîé¥¥áï ª®ª á â¥«ìë¬ à áá«®¥¨¥¬ T �R4 , á § ¤ ®©   �¥¬ ª -®¨ç¥áª®© á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© áâàãªâãà®©! = dp� ^ dx�; (3.1)34



£¤¥ p� ®¡®§ ç îâ ª®®à¤¨ âë   ¬®£®®¡à §¨¨ ¡ §ë R4,   x� ®¡®§ ç îâ ª®®à-¤¨ âë ¢ á«®¥.�¯à¥¤¥«¨¬   ¬®£®®¡à §¨¨ R4 ª¢ ¤à â¨çãî áª®¡ªã �ª«ï¨ fp0; pig = �0i(p) = Jjkpjpk; fpi; pjg = �ij(p) = p0pk: (3.2)�®íää¨æ¨¥âë J12, J23 ¨ J31 ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¥¬ã â®�¤¥áâ¢ãJ12 + J23 + J31 = 0; (3.3)ª®â®à®¥ íª¢¨¢ «¥â® â®�¤¥áâ¢ã �ª®¡¨ ¤«ï áª®¡ª¨ (3.2).�á«®¢¨¥ (3.3) ¢«¥ç�¥â, çâ® ¤ ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥ë ¢á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥ Jij = Ji � Jj; (3.4)£¤¥ § ç¥¨ï ª®áâ â Ji ®¯à¥¤¥«ïîâáï á â®ç®áâìî ¤®  ¤¤¨â¨¢®© ¯®áâ®ï®©, Ji 7! Ji +  .�«¥¤ãï ¯à®æ¥¤ãà¥, ®¯¨á ®© ¢® ¢¢¥¤¥¨¨, ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬   «®£ ª®¯à¨á®¥-¤¨�¥®£® ¤¥©áâ¢¨ï   ¬®£®®¡à §¨¨ R4, ¨á¯®«ì§ãï ¯ã áá®®¢ã áâàãªâãàã (3.2).Æ�p� = ���(p)��(p); (3.5)£¤¥ �� { ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ìë¥ ¯ à ¬¥âàë.Ǒà¥®¡à §®¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨¨ (3.5) ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®¤ïâë ¤® ª ®¨ç¥áª¨å ¯à¥-®¡à §®¢ ¨©   ª®ª á â¥«ì®¬ à áá«®¥¨¨Æ�p� = �����(p); Æ�x� = ��(�����(p)x�): (3.6)� ¬¨«ìâ®®¢ë £¥¥à â®àë íâ¨å ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤1M� = �(�; x) = ���(p)��x� : (3.7)�«ï â®£®, çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì ¥âà¨¢¨ «ìãî ¤¨ ¬¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã, à áá¬®â-à¨¬ ¯®¢¥àå®áâì ¥ã«¥¢®£® ãà®¢ï £ ¬¨«ìâ®®¢ëå £¥¥à â®à®¢ (3.7) ¢ à áè¨-1â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë áâà®¨¬ â ª  §ë¢ ¥¬ë© £ ¬¨«ìâ®®¢  «£¥¡à®¨¤ [84℄   T �R4 . � à -¡®â¥ [84℄ ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® á «î¡ë¬  «£¥¡à®¨¤®¬ �¨ ¬®�® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ á¢ï§ âì¥ª®â®àë© £ ¬¨«ìâ®®¢  «£¥¡à®¨¤ 35



à¥®¬ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ T �R4. Ǒ®   «®£¨¨ á® á«ãç ¥¬ á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  ¬ë ¯®« £ ¥¬M0 = J23p2p3x1 + J31p3p1x2 + J12p1p2x3 = 0;M1 = p0(x2p3 � x3p2)� J23p2p3x0 = �;M2 = p0(x3p1 � x1p3)� J31p3p1x0 = 0;M3 = p0(x1p2 � x2p1)� J12p1p2x0 = 0: (3.8)
�¥¤ãªæ¨ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®© ä®à¬ë (3.1)   ¯®¢¥àå®áâì á¢ï§¥© (3.8) ¤ �¥â ¢ë-à®�¤¥ãî 2-ä®à¬ã, çì�¥ ï¤¥à®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥  âï£¨¢ ¥âáï   á«¥¤ãîé¥¥ ¢¥ª-â®à®¥ ¯®«¥ Æp0 = J23p2p3; Æx0 = (x2p3 � x3p2);Æp1 = 0; Æx1 = 0;Æp2 = �p0p3; Æx2 = �(p0x3 + J23p3; x0)�1Æp3 = p0p2; Æx3 = (p0x2 � J23p2x0): (3.9)
� §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®  è¥© á¨áâ¥¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ä ªâ®à ¯®¢¥àå®áâ¨á¢ï§¥© (3.8) ¯® ®â®è¥¨î ª ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬, á£¥¥à¨à®¢ ë¬ ¢¥ªâ®àë¬ ¯®-«¥¬ (3.9). �â¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¬ë, ¢ ¤ «ì¥©è¥¬, ãá«®¢®  §ë¢ ¥¬ ª «¨¡à®¢®ç-ë¬¨.�ë ®áãé¥áâ¢«ï¥¬ à¥¤ãªæ¨î, ¨á¯®«ì§ãï ª «¨¡à®¢®ç®¥ ãá«®¢¨¥ x2 = 0, ª®â®-à®¥ ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì ¨¬¥¥â ¯®¢¥àå®áâì £®à¨§®â , § ¤ ãî ãà ¢¥¨¥¬p0x3 � J32p3x0 = 0 : (3.10)�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤«ï â®ç¥ª, «¥� é¨å   ¯®¢¥àå®áâ¨ (3.10), ª®®à¤¨ â  x2 ¥¬®�¥â ¡ëâì ¨§¬¥¥  ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï (3.9), ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ç áâìª «¨¡à®¢®çëå ®à¡¨â ¥ ¬®�¥â ¡ëâì ®¯¨á   á ¯®¬®éìî ¢ë¡à ®£® ª «¨¡à®-¢®ç®£® ãá«®¢¨ï. � ¯®á«¥¤ãîé¥¬, ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® á«¥¤áâ¢¨¥¬  «¨ç¨ï íâ®£®£®à¨§®â  ¡ã¤¥â ï¢«ïâìáï á¨£ã«ïà®áâì ®¤®£® ¨§ £ ¬¨«ìâ®¨ ®¢ ¯®«ãç¥®©á¨áâ¥¬ë. 36



� áá¬ âà¨¢ ï ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ á¢ï§¥© (3.8) á ¯®¢¥àå®áâìî x2 = 0,¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¢«®�¥¨¥ à¥¤ãæ¨à®¢ ®£® ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ à áè¨à¥®¥ä §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢® T �R4x0 = u1; x1 = 0; x2 = 0; x3 = u2;p0 = v1; p1 = 0; p2 = � �v1u2 � J32v2u1 ; p3 = v2; (3.11)£¤¥ u1; v1; u2; v2 { ª ®¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨ âë, ¯ à ¬¥âà¨§ãîé¨¥ à¥¤ãæ¨à®¢ ®¥ä §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢®.Ǒ à  äãªæ¨© � §¨¬¨à  áª®¡ª¨ �ª«ï¨ C1 = 12Xl (pl)2; C2 = 12((p0)2 +Xl Jl(pl)2) (3.12)®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â  á ¥®¡å®¤¨¬ë¬  ¡®à®¬ ¥§ ¢¨á¨¬ëå ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å £ ¬¨«ì-â®¨ ®¢, ï¢ë¥ ¢ëà �¥¨ï ¤«ï ª®â®àëå ¢ â¥à¬¨ å ª ®¨ç¥áª¨å ¯¥à¥¬¥ëåu1; v1; u2; v2 ¨¬¥îâ ¢¨¤2H1 = (v2)22 + �22(v1u2 � J32u1v2)2 ; H2 = (v1)22 + J32 (v2)22 ; (3.13)£¤¥ ¬ë ¯®«®�¨«¨ J2 = 0, ¨á¯®«ì§ãï ¯à®¨§¢®« ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ª®áâ â Ji .� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®«ãç¥ ï á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ¤¥ä®à¬ æ¨¥© à æ¨® «ì®© á¨á-â¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à , ¯®áª®«ìªã ¢ á«ãç ¥ íªá¯®¥æ¨ «ì® ¢ëà®�¤¥®©áª®¡ª¨ �ª«ï¨  J23 = 0 ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á¨áâ¥¬¥ á® á«¥¤ãîé¨¬¨ £ ¬¨«ìâ®-¨  ¬¨ H1 = (v2)22 + �22(v1u2)2 ; H2 = (v1)22 ; (3.14)ª®â®àë¥ ®¯¨áë¢ îâ ¤¨ ¬¨ªã ¤¢ãå-ç áâ¨ç®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á ª®-®à¤¨ â®© æ¥âà  ¬ áá u1 ¨ ª®áâ â®© ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï, § ¢¨áïé¥© ®â § ç¥¨ï¨¬¯ã«ìá  æ¥âà  ¬ áá.3.2 �¥â®¤ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï� ¤ ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯®ª �¥¬, çâ® ¥á¬®âàï   ¡®«¥¥ á«®�ãî ¯à¨à®¤ã ª -«¨¡à®¢®ç®© á¨¬¬¥âà¨¨, ãà ¢¥¨ï ¤¢¨�¥¨ï ¤«ï ¯®«ãç¥®© á¨áâ¥¬ë (3.13)2«¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯¥à¢ë© ¨§ £ ¬¨«ìâ®¨ ®¢ ¨¬¥¥â á¨£ã«ïà®áâì ¢ â®çª å ¯¥à¥á¥ç¥¨ï á¯®¢¥àå®áâìî £®à¨§®â  3.10 37



¬®£ãâ ¡ëâì ï¢® à¥è¥ë á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤  ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï [7℄. �¯¨è¥¬ ª®-à®âª® ®á®¢ãî ¨¤¥î íâ®£® ¬¥â®¤ .� �¤ ï â®çª    à¥¤ãæ¨à®¢ ®¬ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ § ¤ �¥â ¥ª®â®àãîª «¨¡à®¢®çãî ®à¡¨âã   ¯®¢¥àå®áâ¨ á¢ï§¥©, £¤¥ ¤¨ ¬¨ª  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª -«¨¡à®¢®ç® ¨¢ à¨ âë¬¨ £ ¬¨«ìâ®¨  ¬¨ ((3.12) ¢  è¥¬ á«ãç ¥). � �¤®©â®çª¥ ªà¨¢®© í¢®«îæ¨¨, § ¤ ®© «î¡ë¬ ¨§ £ ¬¨«ìâ®¨ ®¢ (3.12), ¬ë áâ ¢¨¬¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥�¥ ª «¨¡à®¢®çãî ®à¡¨âã ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç ¥¬ í¢®«îæ¨î¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ®à¡¨â. � à¥§ã«ìâ â¥, ¯¥à¥á¥ç¥¨ï íâ¨å ®à¡¨â á ¯®¢¥àå®áâìî ª -«¨¡à®¢ª¨ ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ í¢®«îæ¨î ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬¥â®¤ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥�¥ ª à¥è¥¨î ãà ¢-¥¨© ¤¢¨�¥¨ï, ¥á«¨ ï¢® à¥è¥ë ãà ¢¥¨ï ¤¢¨�¥¨ï ¤«ï ª «¨¡à®¢®ç® ¨-¢ à¨ âëå £ ¬¨«ìâ®¨ ®¢,   â ª�¥ ï¢® ®¯¨á ë ª «¨¡à®¢®çë¥ ®à¡¨âë.�  è¥¬ á«ãç ¥ ¯¥à¢ ï ¨§ § ¤ ç à¥è ¥âáï âà¨¢¨ «ì®, ¯®áª®«ìªã ª «¨¡à®-¢®ç® ¨¢ à¨ âë¥ £ ¬¨«ìâ®¨ ë § ¢¨áïâ â®«ìª® ®â ¯®«®¢¨ë ª®¬¬ãâ¨àã-îé¨å ä §®¢ëå ¯¥à¥¬¥ëå, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢â®à ï § ¤ ç  ®ª §ë¢ ¥âáï ¡®«¥¥¨â¥à¥á®© ¨ á¢®¤¨âìáï ª à¥è¥¨î ãà ¢¥¨© ¤¢¨�¥¨ï í««¨¯â¨ç¥áª®£® ¢®«çª .Ǒ® ®¯à¥¤¥«¥¨î, ª «¨¡à®¢®çë¥ ®à¡¨âë ï¢«ïîâáï ¨â¥£à «ìë¬¨ ªà¨¢ë¬¨¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï (3.9)ddsp0 = J23p2p3; ddsx0 = (x2p3 � x3p2);ddsp1 = 0; ddsx1 = 0;ddsp2 = �p0p3; ddsx2 = �(p0x3 + J23p3x0);ddsp3 = p0p2; ddsx3 = (p0x2 � J23p2x0);
(3.15)

£¤¥ s { ¯ à ¬¥âà   ªà¨¢®©.� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì ãà ¢¥¨©   ¨¬¯ã«ìáë p� á®¤¥à�¨â â®«ìª® ¨¬-¯ã«ìáë, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ¨ ãà ¢¥¨ï ¬®�® à¥è âì ¥§ ¢¨á¨¬®. � «¥¥, ¯®-áª®«ìªã ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï (3.9) ï¢«ïîâáï ª ®¨ç¥áª¨¬¨, ®áâ ¢è¨¥áï ãà ¢¥¨ï«¥£ª® à¥è¨âì ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥ x�(s) = �p0��p�x�0 ; (3.16)38



£¤¥ x�0 ; p0� ®¡®§ ç îâ  ç «ìë¥ ¤ ë¥ ¤«ï á¨áâ¥¬ë (3.15),   ¢ ¢ëà �¥¨¨ �p0��p�¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ®  ç «ìë¥ ¤ ë¥ p0� ¢ëà �¥ë ç¥à¥§ ¯à®¬¥�ãâ®çë¥ § -ç¥¨ï p�.� ¬¥â¨¬, çâ® ä §®¢ë¥ ¯¥à¥¬¥ë¥ x1; p1 ¥ ¬¥ïîâáï ¯à¨ ª «¨¡à®¢®çëå¯à¥®¡à §®¢ ¨ïå, ¨ ¯®íâ®¬ã ¢ ¯®á«¥¤ãîé¨å ä®à¬ã« å ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì ¨å.�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® á¨áâ¥¬  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©   ¨¬¯ã«ìáë p�  «®£¨ç  á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨© ¤¢¨�¥¨ï ¤«ï ®¡ëç®£® so3-¢®«çª  [6℄. �á¯®«ì§ãïíâã   «®£¨î, ¬ë áà §ã �¥  å®¤¨¬ ¤¢  ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¨â¥£à «  ¤«ï á¨áâ¥¬ë(3.15) A =p(p2)2 + (p3)2; B =p(p0)2 + J(p3)2; (3.17)£¤¥ J = J32 (¬ë ¡ã¤¥¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«�¥®áâ¨ ¯®« £ âì J > 0).� áá¬®âà¨¬ ¨â¥£à «ë (3.17) ª ª ®¢ë¥ ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ª®®à¤¨ âë ¢ ¨¬¯ã«ìá-®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �à¥âìî ª®®à¤¨ âã ¬ë ¡ã¤¥¬ ¢ë¡¨à âì ¤¢ã¬ï à §«¨çë¬¨á¯®á®¡ ¬¨. Ǒ¥à¢ë© á¯®á®¡ á®áâ®¨â ¢ ¤®¡ ¢«¥¨¨ ª (3.17) á«¥¤ãîé¥© ã£«®¢®© ¯¥-à¥¬¥®© ' = artg(p3=p2): (3.18)� íâ®¬ á«ãç ¥ ®¡à â ï § ¬¥  ª®®à¤¨ â § ¤ �¥âáï ¢ ¢¨¤¥p0 =pB2 � JA2sin2'; p2 = Aos'; p3 = Asin': (3.19)�® ¢â®à®¬ á¯®á®¡¥ âà¥âìï ª®®à¤¨ â  ¢ë¡¨à ¥âáï ¢ ¢¨¤¥'2 = artg(pJp3=p0); (3.20)¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¨¬¥¥¬p0 = Bos'2; p2 =rA2 � B2J sin2'2; p3 = BpJ sin'2: (3.21)Ǒ¥à¢ë© ¢ë¡®à âà¥âì¥© ª®®à¤¨ âë ¯à¨¥¬«¥¬, ¥á«¨k = pJAB < 1; (3.22)¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ëà �¥¨¥ B2 � JA2sin2' ¥ ¬¥ï¥â § ª. �á«¨ �¥¥à ¢¥áâ¢® (3.22) ¥ ¢ë¯®«¥®, â® ¬ë ¤®«�ë ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢â®à®© ¢ë¡®à ª®-®à¤¨ â   ¯à®áâà áâ¢¥ ¨¬¯ã«ìá®¢. 39



�¥â®¤ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï à ¡®â ¥â ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå, ¨ ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå ® ®á-®¢    ®¤®© ¨ â®© �¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ è £®¢. Ǒ® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ¬ë à á-á¬ âà¨¢ ¥¬ §¤¥áì â®«ìª® ¯¥à¢ë© ¨§ íâ¨å á«ãç ¥¢, áç¨â ï çâ® ¥à ¢¥áâ¢® (3.22)¢ë¯®«¥®.� ¯®á«¥¤ãîé¥¬, ®ª §ë¢ ¥âáï ¡®«¥¥ ã¤®¡ë¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢¬¥áâ® ª®®à¤¨ âx0; x2; x3 ¤àã£¨¥ ª®®à¤¨ âë, ª®â®àë¥ ª ®¨ç¥áª¨ á®¯àï�¥ë ¯¥à¥¬¥ë¬ A;B¨ '. �â¨ ª®®à¤¨ âë ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤xA = x2os'+ x3sin'� JAsin2'pB2 � JA2sin2'x0;xB = Bx0pB2 � JA2sin2';x' = �Ax2sin'+ Ax3os'� JA2sin'os'pB2 � JA2sin2'x0: (3.23)
� â¥à¬¨ å A;B; '; xA; xB ¨ x' à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë (3.15)  å®¤¨âáï ¢ ¢¨¤¥'(s) = am(Bs + F ('0; k); k); A(s) = A0 B(s) = B0;x'(s) =s1� k2sin2'01� k2sin2' x0';xA(s) = x0A + pJB p1� k2sin2'0 (Fk('; k)� Fk('0; k))x0';xB(s) = x0B �p1� k2sin2'0 (s+ ApJB2 [Fk('; k)� Fk('0; k)℄)x0';

(3.24)
£¤¥ u = am(t; k) { äãªæ¨ï �ª®¡¨, ®¡à â ï ª í««¨¯â¨ç¥áª®¬ã ¨â¥£à «ã ¯¥à¢®£®à®¤  F (u; k) = Z u0 dtp1� k2sin2t ;Fk(u; k) ®¡®§ ç ¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¯à®¨§¢®¤ãîFk(u; k) = Z u0 ksin2tdt(1� k2sin2t)3=2 ;  A0; B0; '0; x0A; x0Bx0' {  ç «ìë¥ ¤ ë¥ ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ä §®¢ëå ¯¥à¥-¬¥ëå. 40



Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ®  ¬ § ¤ ë  ç «ìë¥ ¤ ë¥ �u1; �v1; �u2; �v2 ¤«ïãà ¢¥¨© ¤¢¨�¥¨ï à¥¤ãæ¨à®¢ ®© á¨áâ¥¬ë (3.13)�t1u1 = � �2u2(v1u2 � Jv2u1)3 ; �t2u1 = v1;�t1u2 = v2 + J�2u1(v1u2 � Jv2u1)3 ; �t2u2 = Jv2;�t1v1 = � J�2v2(v1u2 � Jv2u1)3 ; �t2v1 = 0;�t1v2 = �2v1(v1u2 � Jv2u1)3 ; �t2v2 = 0: (3.25)
Ǒà¨ ¯®¬®é¨ ¢«®�¥¨ï (3.11)  ç «ì ï â®çª  ªà¨¢®© (3.25) ®â®¡à � ¥âáï ¢â®çªã à áè¨à¥®£® ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  á ª®®à¤¨ â ¬¨ �x�; �p� , â ª¨¬¨, çâ®�x1 = �p1 = 0 ¨ ª «¨¡à®¢®ç®¥ ãá«®¢¨¥ �x2 = 0 ¢ë¯®«¥®.� â¥à¬¨ å ª®®à¤¨ â (3.17), (3.18), (3.23), ª «¨¡à®¢®ç®¥ ãá«®¢¨¥ ¨ ¨¢ à¨- âë¥ £ ¬¨«ìâ®¨ ë (3.12) ¯à¨¨¬ îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤AxAos' = x'sin'; (3.26)C1 = (p1)22 + A22 ; C2 = J1 (p1)22 + B22 : (3.27)�¥è ï ãà ¢¥¨ï ¤¢¨�¥¨ï, § ¤ ë¥ £ ¬¨«ìâ®¨  ¬¨ (3.27) ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ®¨¬¯ã«ìáë (3.17) ¨ (3.18),   â ª�¥ ¯¥à¥¬¥ë¥ x1 ¨ p1 á®åà ïîâáï,   ª®®à¤¨ âë(3.23) ®ª §ë¢ îâáï «¨¥©ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¢à¥¬�¥ t1 ¨ t2, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ £ -¬¨«ìâ®¨  ¬ C1 ¨ C2 (3.27),   ¨¬¥®x10 = 0; p01 = 0;x0' = �x'; '0 = �';x0A = �xA + �At1; A0 = �A;x0B = �xB + �Bt2; B0 = �B: (3.28)
�¤¥áì ¬ë ¯à¨¯¨á «¨ ¢á¥¬ ä §®¢ë¬ ¯¥à¥¬¥ë¬ ¨¤¥ªá 0, ãª §ë¢ îé¨©  â®, çâ® ®¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï ª ª  ç «ìë¥ ¤ ë¥ ¤«ï á¨áâ¥¬ë (3.15).Ǒ®¤áâ ¢«ïï â¥¯¥àì ä §®¢ë¥ ¯¥à¥¬¥ë¥ ªà¨¢®© (3.24) á  ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨(3.28) ¢ ãá«®¢¨¥ ª «¨¡à®¢ª¨ (3.26), ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãà ¢¥¨¥41



�A(�xA + �At1) = �x' s 1� k2sin2 �'1� k2sin2'(s)tg'(s)��kp1� k2sin2 �' (Fk('(s); k)� Fk( �'; k))� ; (3.29)£¤¥ k = pJ �A�B .Ǒ®áª®«ìªã ¯à ¢ ï ç áâì ãà ¢¥¨ï (3.29) ï¢® ¥ § ¢¨á¨â ®â ¯ à ¬¥âà  s, ¬ë¬®�¥¬ âà ªâ®¢ âì (3.29) ª ª ãà ¢¥¨¥, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¥ ¥ï¢ãî äãªæ¨î ' ®ât1. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¬ë ¢ë¤¥«¨¬ § ¢¨á¨¬®áâì ®â ' ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ãà ¢¥¨ï(3.29), ¬ë ¯®«ãç¨¬ äãªæ¨îf(') = tg'p1� k2sin2' � kFk('; k)á ¯®«®�¨â¥«ì®© ¯à®¨§¢®¤®©f 0(') = 1os2'p1� k2sin2' > 0:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ®à¡¨â, ¯à®å®¤ïé¨å ç¥à¥§ â®çª¨ ä §®¢®© ªà¨¢®©(3.28), á ¯®¢¥àå®áâìî ª «¨¡à®¢ª¨ (3.26) § ¤ �¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ãà ¢¥¨ï¬¨x'(t1; t2) = �x's 1� k2sin2 �'1� k2sin2'(t1) ; xA(t1; t2) = tg'(t1)�A �x's 1� k2sin2 �'1� k2sin2'(t1) ;xB(t1; t2) = �xB + �Bt2 � �x'�Bp1� k2sin2 �' (F ('(t1); k)� F ( �'; k))++ �ApJ�B2 (Fk('(t1); k)� Fk( �'; k));A = �A; B = �B; ' = '(t1); (3.30)£¤¥ '(t1) { ¥ï¢ ï äãªæ¨ï § ¤  ï ãà ¢¥¨¥¬ (3.29).�á¯®«ì§ãï ãà ¢¥¨ï (3.30), ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ï¢ë¥ à¥è¥¨ï ¤«ï á¨áâ¥¬ë (3.25)u1(t1; t2) = p �B2 � J �A2sin2'(t1)�B xB(t1; t2);u2(t1; t2) = xA(t1; t2)sin'(t1) + x'(t1; t2)�A os'(t1) + J �A�B xB(t1; t2)sin'(t1);v1(t1; t2) =q �B2 � J �A2sin2'(t1); v2(t1; t2) = �Asin'(t1); (3.31)
42



£¤¥  ç «ìë¥ ¤ ë¥ ¢ à áè¨à¥®¬ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ã-ç¥ë á ¯®¬®éìî á«¥¤ãîé¨å ä®à¬ã«�A =s(�v2)2 + �2(�v1�u2 � J�v2�u1)2 ; �B =p(�v1)2 + J(�v2)2;�' = �artg �v2(�v1�u2 � J�v2�u1)� ;�xA = �u2sin �'� J �Asin2 �'p �B2 � J �A2sin2 �' �u1;�xB = �B�u1p �B2 � J �A2sin2 �';�x' = �A�u2os �'� J �A2sin �'os �'p �B2 � J �A2sin2 �' �u1:
(3.32)

�ë«® ¡ë ¨â¥à¥á® ¯à®¢¥áâ¨   «®£¨çãî £ ¬¨«ìâ®®¢ã à¥¤ãªæ¨î ¯® ¤¥©áâ-¢¨î  «£¥¡àë �¤¥ááª®£®-�¥©£¨  [85℄, ®¡®¡é îéãî  «£¥¡àã �ª«ï¨  (3.2)  ¢ëáè¨¥ à §¬¥à®áâ¨, ¨ ¯®«ãç¨âì ¬®£®ç áâ¨çë©   «®£ à áá¬®âà¥®© á¨á-â¥¬ë. �®�® ¯à¥¤¯®«®�¨âì, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¬¥â®¤ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï ¤«ïâ ª®© á¨áâ¥¬ë ¡ã¤¥â ®á®¢    à¥è¥¨¨ ãà ¢¥¨© ¤¢¨�¥¨ï í««¨¯â¨ç¥áª¨å¢®«çª®¢ [86℄, áä®à¬ã«¨à®¢ ëå ¢ ¯à®¨§¢®«ì®© à §¬¥à®áâ¨.
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� áâì IIǑ®áâà®¥¨¥ ª¢ â®¢ëå  «£¥¡à¬¥â®¤®¬ �¥¤®á®¢ .
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�« ¢  4�¥ä®à¬ æ¨®®¥ ª¢ â®¢ ¨¥¬®£®®¡à §¨© �¥¤®á®¢ ¢¨ª®¢áª®£® â¨¯ � ¤ ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë à áá¬®âà¨¬ ®¡®¡é¥¨¥ ¬¥â®¤  ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨ �¥-¤®á®¢ , ª®â®à®¥ ¯®§¢®«ï¥â ¤ âì ª®®à¤¨ â® ¨¢ à¨ â®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¨ª®¢-áª®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¤«ï  ¨¡®«¥¥ è¨à®ª®£® ª« áá  á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å¬®£®®¡à §¨©. �ë ®¯¨è¥¬ £¥®¬¥âà¨î â ª¨å ¬®£®®¡à §¨©,   â ª�¥ ¤®ª �¥¬â¥®à¥¬ã íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢¨ª®¢áª®£® ¨ ¢¥©«¥¢áª®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©.4.1 �®£®®¡à §¨ï �¥¤®á®¢  ¢¨ª®¢áª®£® â¨¯ .�â¯à ¢®© â®çª®©  è¨å ®¡áã�¤¥¨© ¡ã¤¥â ï¢«ïâìáï 2n-¬¥à®¥ ¢¥é¥áâ¢¥-®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ M , ®á é�¥®¥ ª®¬¯«¥ªá®-§ ç®© ¡¨«¨¥©®© ä®à¬®© (¥®¡ï§ â¥«ì® á¨¬¬¥âà¨ç®© ¨«¨  â¨á¨¬¬¥âà¨ç®©) � «®ª «ìëå ª®®à¤¨ â åfxig  M ä®à¬  � ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨ �ij = �(�i; �j),£¤¥ �i � �=�xi: � ¤ ¨¥ ä®à¬ë � ®¯à¥¤¥«ï¥â ¤¢  ®â®¡à �¥¨ï ¨§ ª®¬¯«¥ªá¨ä¨-æ¨à®¢ ®£® ª á â¥«ì®£® ¢ ª®¬¯«¥ªá¨ä¨æ¨à®¢ ®¥ ª®ª á â¥«ì®¥ à áá«®¥¨¥,  ¨¬¥®, ¯à®¨§¢®«ì®¬ã ¢¥ªâ®à®¬ã ¯®«î X áâ ¢ïâáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ á«¥¤ãî-é¨¥ 1-ä®à¬ë �(�; X) ; �t(�; X) = �(X; �); (4.1)£¤¥ �t ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª âà á¯®¨à®¢  ï ¬ âà¨æ  ª �. �¡®§ ç¨¬ §  ker � ¨ker �t á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯à ¢®¥ ¨ «¥¢®¥ ï¤¥àë¥ à á¯à¥¤¥«¥¨ï �.45



� ¤ «ì¥©è¥¬  ¬ ¯®âà¥¡ã¥âáï à §«®�¥¨¥ �   á¨¬¬¥âà¨çãî ¨  â¨á¨¬-¬¥âà¨çãî ç áâ¨� = ! + g ; ! = 12(�� �t) ; g = 12(� + �t): (4.2)�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.1.1 � §®¢�¥¬ ¯ àã (M;�) ¯®çâ¨ ä¥¤®á®¢áª¨¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬¢¨ª®¢áª®£® â¨¯  (¯®çâ¨ ��-¬®£®®¡à §¨¥¬), ¥á«¨ ¢ ª �¤®© â®çª¥ p 2Mi) ! = 12(�� �t) { ¢¥é¥áâ¢¥ ï ¥¢ëà®�¤¥ ï 2-ä®à¬ ,ii) dimC ker � = 12 dimM .Ǒ¥à¢®¥ ¨§ ãá«®¢¨© ¯®¯à®áâã ®§ ç ¥â, çâ®  â¨á¨¬¬¥âà¨ç ï ç áâì � ®¯à¥-¤¥«ï¥â   M ¯®çâ¨ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áªãî áâàãªâãàã ! . �§ ¢â®à®£® ãá«®¢¨ï á«¥¤ã¥â,çâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  «¥¢®£® ¨ ¯à ¢®£® ï¤¥àëå à á¯à¥¤¥«¥¨© ¢ ª �¤®© â®çª¥x 2M âà á¢¥àá «ìë, ¨ ¨å ¯àï¬ ï áã¬¬  á®¢¯ ¤ ¥â á ª®¬¯«¥ªá¨ä¨æ¨à®¢ ë¬ª á â¥«ìë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ TCx M .�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ãá«®¢¨¥ â®£®, çâ® ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ X (Y ) ¯à¨ ¤«¥�¨â «¥¢®¬ã(¯à ¢®¬ã) à á¯à¥¤¥«¥¨î �(X; �) = 0 (�(�; Y ) = 0), ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ® ¢á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥ IX = X ; IY = �Y; (4.3)£¤¥ £« ¤ª®¥ ¯®«¥  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ I(x) : TCx M ! TCx M ¢ «î¡ëå «®ª «ìëå ª®®à-¤¨ â å ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© I ij = !ikgkj; (4.4)!ij { ®¡à â ï ¬ âà¨æ  ª !ij, !ik!kj = Æij.�¥ªâ®àë X ¨ Y «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë, ¯®áª®«ìªã ®â¢¥ç îâ à §ë¬ á®¡áâ¢¥-ë¬ § ç¥¨ï¬ (�1) ®â®¡à �¥¨ï I . �«¥¤®¢ â¥«ì®, ker �\ker �t = 0: � ãç¥â®¬ãá«®¢¨ï   à §¬¥à®áâì à á¯à¥¤¥«¥¨© ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® ker �(x)� ker �t(x) =TCx M , 8x 2M:Ǒ®¬¨¬® íâ®£® ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ä®à¬  g ¥¢ëà®�¤¥ , ¨  ¢â®¬®àä¨§¬ I¨¢®«îâ¨¢¥, â® ¥áâì I2 = Id: (4.5)� ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì I ¯®çâ¨ ¨¢®«îâ¨¢®© áâàãªâãà®©.�¬¥îâ ¬¥áâ® ¤¢  ¢ �ëå ç áâëå á«ãç ï ¯®çâ¨ ¨¢®«îâ¨¢®© áâàãªâãàëI (4.5). � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ â¥§®à I ¨¬¥¥â ç¨áâ® ¬¨¬ë¥ ª®¬¯®¥âë ¢ «®ª «ì-ëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ª®®à¤¨ â å, ¨ â®£¤  ® ®¯à¥¤¥«ï¥â (¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï) ¯®çâ¨46



ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà®© J , I = p�1J ,   ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¥£® ª®¬¯®-¥âë ¢¥é¥áâ¢¥ë, I  §ë¢ îâ â¥§®à®¬ ¯®çâ¨ ¯ à ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãàë[87℄. �¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ® ¯¥à¢ë© á«ãç © á®®â¢¥âáâ¢ã¥â  â¨-íà¬¨â®¢®© ¬ âà¨æ¥â¥§®à  �, �t = �� ,   ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ª®¬¯®¥âë â¥§®à  � ®ª §ë¢ îâáï¢¥é¥áâ¢¥ë¬¨.� ª ¨§¢¥áâ®, ¯®çâ¨ ª®¬¯«¥ªá ï áâàãªâãà  ï¢«ï¥âáï ª®¬¯«¥ªá®©, ¥á«¨ ® ®¯à¥¤¥«ï¥â áâàãªâãàã ª®¬¯«¥ªá®£® ¬®£®®¡à §¨ï. �®£« á® â¥®à¥¬¥ �ìî«¥-¤¥à -�¨à¥¡¥à£  [88℄ ¯®á«¥¤¥¥ íª¢¨¢ «¥â® ãá«®¢¨î à ¢¥áâ¢  ã«î â¥§®à ��¥©¥å�¥©á ,  áá®æ¨¨à®¢ ®£® á J ,   à ¢¥áâ¢® ã«î â¥§®à  ��¥©¥å�¥©á , ¢ á¢®î®ç¥à¥¤ì, íª¢¨¢ «¥â® ¨¢®«îâ¨¢®áâ¨ ¢¥ªâ®àëå à á¯à¥¤¥«¥¨©, ®â¢¥ç îé¨åá®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨ï¬ �p�1  ¢â®¬®àä¨§¬  J . � ª ¬ë ã¢¨¤¨¬ ¨�¥, â¥®à¥¬ ,  «®£¨ç ï â¥®à¥¬¥ �ìî«¥¤¥à -�¨à¥¡¥à£  ¬®�¥â ¡ëâì ¤®ª §   ¤«ï «î¡®©¯®çâ¨ ¨¢®«îâ¨¢®© áâàãªâãàë I.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.1.2 �¥§®à®¬ ��¥©¥å�¥©á  ¯®çâ¨ ¨¢®«îâ¨¢®© áâàãªâãàë I §ë¢ ¥âáï £« ¤ª®¥ â¥§®à®¥ ¯®«¥  â¨á¨¬¬¥âà¨çëå ¡¨«¨¥©ëå ®â®¡à -�¥¨© N : TCx M ^ TCx M ! TCx M , ª®â®à®¥ ¬®�¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥® ¤¢ã¬ïíª¢¨¢ «¥âë¬¨ á¯®á®¡ ¬¨:i) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¯ àë £« ¤ª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© X ¨ YN(X; Y ) = [X; Y ℄� I[IX; Y ℄� I[X; IY ℄ + [IX; IY ℄ ; (4.6)£¤¥ áª®¡ª  [�; �℄ ®¡®§ ç ¥â ª®¬¬ãâ â®à ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©;ii) ¯ãáâì r { ¯à®¨§¢®«ì ï á¨¬¬¥âà¨ç ï á¢ï§®áâì, â®£¤  ¢ «®ª «ìëåª®®à¤¨ â å fxig ª®¬¯®¥âë â¥§®à  N § ¤ îâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬Nkij = I lirlIkj � I ljrlIki � Ikl (riI lj �rjI li): (4.7)�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® á®®â®è¥¨ï (4.6), (4.7) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«ïîâ (®¤¨¨ â®â �¥) â¥§®à, ¯®áª®«ìªã ¯à ¢ ï ç áâì ãà ¢¥¨ï (4.6) ¥ § ¢¨áïâ ®â ¯à®¨§-¢®¤ëå ª®¬¯®¥â ¯®«¥© X; Y ,   ¯à ¢ ï ç áâì ãà ¢¥¨ï (4.7) ¥ § ¢¨á¨â ®â¢ë¡®à  á¨¬¬¥âà¨ç®© á¢ï§®áâ¨ r.Ǒ¥à¥¤ â¥¬ ª ª   «¨§¨à®¢ âì ãá«®¢¨¥ N = 0; ¬ë ¯à¨¢¥¤�¥¬ ¥é�¥ ®¤® ¢ �®¥®¯à¥¤¥«¥¨¥.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.1.3 Ǒ®çâ¨ ��-¬®£®®¡à §¨¥ (M;�)  §ë¢ ¥âáï ��-¬®£®®¡-à §¨¥¬, ¥á«¨   �¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â á¨¬¬¥âà¨ç ï á¢ï§®áâì r , á®£« á®¢  ï áâ¥§®à®¬ � , â® ¥áâì â ª ï, çâ® ri�jk = 0:47



�ç¥¢¨¤®, çâ® ä®à¬  � ª®¢ à¨ â® ¯®áâ®ï  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ ¨ á¨¬¬¥âà¨ç ï, ¨  â¨á¨¬¬¥âà¨ç ï ç áâ¨ ª®¢ à¨ â® ¯®áâ®ïë, â® ¥áâìri�jk = 0,ri!jk = rigjk = 0:Ǒ®áª®«ìªã áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï á¨¬¬¥âà¨ç ï á¢ï§®áâì, á®£« á®¢  ïá ¤ ®© ¥¢ëà®�¤¥®© á¨¬¬¥âà¨ç®© ä®à¬®© g, â® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ íâ®© á¢ï§-®áâ¨  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ®§ ç ¥â ¥�¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâì. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ãá«®¢¨¥ri!jk = 0 á á¨¬¬¥âà¨ç®© á¢ï§®áâìî r ¢«¥ç�¥â ãá«®¢¨¥ § ¬ªãâ®áâ¨ d! = 0;ä®à¬ë ! . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® «î¡®¥ ��-¬®£®®¡à §¨¥ ï¢«ï¥âáïâ ª�¥ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨¬.Ǒ®¤ç¥àª�¥¬, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¥«® á ª®¬¯«¥ªá®-§ ç®© ä®à-¬®© g, ¨ § ç¨â á¢ï§®áâì, ¢ â®¬ á«ãç ¥ ª®£¤  ®  áãé¥áâ¢ã¥â, ¤¥©áâ¢ã¥â ¢ ª®¬«¥ª-á¨ä¨æ¨à®¢ ®¬ ª á â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ «®ª «ìëå ª®®à¤¨- â å ª®¬¯«¥ªá®-§ çë¬¨ á¨¬¢®« ¬¨ �à¨áâ®ää¥«ï. �«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¤ �¥âªà¨â¥à¨© áãé¥áâ¢®¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨ç®© á¢ï§®áâ¨ r, á®£« á®¢ ®© á® áâàãªâã-à®© � ¯®çâ¨ ��-¬®£®®¡à §¨ï.�¥®à¥¬  4.1.1 Ǒãáâì (M;�) { ¯®çâ¨ ��-¬®£®®¡à §¨¥ á § ¬ªãâ®©  â¨á¨¬-¬¥âà¨ç®© ç áâìî ! = 12(�� �t) , â®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:1. � ®¯à¥¤¥«ï¥â áâàãªâãàã ��-¬®£®®¡à §¨ï,2. ¨¢®«îâ¨¢ ï áâàãªâãà  I,  áá®æ¨¨à®¢  ï á �, ¨¬¥¥â ã«¥¢®© â¥§®à��¥©¥å�¥©á ,3. ï¤¥àë¥ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ker � ¨ ker �t ¨¢®«îâ¨¢ë.�¥á¬®âàï   ¯à®áâ®âã íâ®© â¥®à¥¬ë, ¬ë ¯à¨¢¥¤�¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤®ª § -â¥«ìáâ¢®, ¯®áª®«ìªã ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ §¤¥áì ª®áâàãªæ¨¨ ¨¬¥îâ ¯àï¬®¥ ®â®è¥¨ïª ¤¥ä®à¬ æ¨®®¬ã ª¢ â®¢ ¨î.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë ¡ã¤¥¬ á«¥¤®¢ âì áå¥¬¥: 1:, 2:; 2:, 3:�¬¯«¨ª æ¨ï 1:) 2: ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ¢â®à®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï â¥§®à ��¥©¥å�¥©á  (4.7), ¥á«¨ ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¢§ïâì ¢ ª ç¥áâ¢¥ r, á¢ï§®áâì, á®£« á®¢ ãîá � (¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á I ).
48



�¡à â®, ¯ãáâì r ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç®© á¢ï§®áâìî, á®åà ïîé¥© g. �á-¯®«ì§ãï § ¬ªãâ®áâì ä®à¬ë !; ¬ë ¬®�¥¬ «¥£ª® ¯à¨¢¥áâ¨ ¢ëà �¥¨¥ ¤«ï â¥-§®à  ��¥©¥å�¥©á  (4.7) ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢¨¤ãN ijk = 2!ilrl!jk:Ǒ®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â âà¥¡ã¥¬ãî ¨¬¯«¨ª æ¨î 2:) 1:Ǒãáâì â¥¯¥àì X ¨ Y { ¤¢  á®¡áâ¢¥ëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«ï ¤«ï â¥§®à  ¨¢®«î-æ¨¨, ®â¢¥ç îé¨¥ ®¤®¬ã á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �; �2 = 1: �ëç¨á«ïï § ç¥¨¥N (4.6)   íâ¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«ïå, ¬ë ¯®«ãç ¥¬N(X; Y ) = 2([X; Y ℄� �I[X; Y ℄): (4.8)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ N = 0, â® I[X; Y ℄ = �[X; Y ℄ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á®¡áâ¢¥ë¥à á¯à¥¤¥«¥¨ï I ï¢«ïîâáï ¨¢®«îâ¨¢ë¬¨. �â® ¤®ª §ë¢ ¥â ¨¬¯«¨ª æ¨î 2:) 3:�§ á®®â®è¥¨ï (4.8) â ª�¥ ¢¨¤®, çâ® N ®¡à é ¥âáï ¢ ®«ì   «î¡®© ¯ à¥¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©, ¯à¨ ¤«¥� é¨å ®¤®¬ã ¨ â®¬ã �¥ ï¤¥à®¬ã à á¯à¥¤¥«¥¨îker � ¨«¨ ker �t ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ker � ¨ ker �t ¨¢®«îâ¨¢ë.�á«¨ ¯®«ï X ¨ Y ¯à¨ ¤«¥� â à §ë¬ à á¯à¥¤¥«¥¨ï¬, ®â¢¥ç îé¨¬ á®¡áâ-¢¥ë¬ § ç¥¨ï¬ � ¨ �� á®®â¢¥âáâ¢¥®, â® â¥§®à ��¥©¥å�¥©á    íâ¨å ¯®«ïå®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì â®�¤¥áâ¢¥®:N(X; Y ) = [X; Y ℄� I[IX; Y ℄� I[X; IY ℄ + [IX; IY ℄ == [X; Y ℄� �I[X; Y ℄ + �I[X; Y ℄� [X; Y ℄ = 0:Ǒ®áª®«ìªã ¢¥ªâ®àë «¥¢®£® ¨ ¯à ¢®£® ï¤¥àëå à á¯à¥¤¥«¥¨© ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¢TxM; 8 x 2 M , â® ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â ¨¬¯«¨ª æ¨î 3: ) 2: ¨§ ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë.�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯à ¢®¥ ¨ «¥¢®¥ ï¤¥àë¥ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ï¢«ïîâáï « £à -�¥¢ë¬¨   ��-¬®£®®¡à §¨¨ (M;�) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, § ¤ îâ ¯ àã âà á¢¥à-á «ìëå ¯®«ïà¨§ æ¨© PR; PL. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª¨å ¯®«ïà¨§ æ¨© ¨¬¥¥â ¡®«ì-è®¥ § ç¥¨¥ ¤«ï ä¨§¨ç¥áª¨å ¯à¨«®�¥¨© ª ª ¢ à ¬ª å ¤¥ä®à¬ æ¨®®£® â ª ¨£¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® ª¢ â®¢ ¨ï, ¯®áª®«ìªã ¤  ï ª®áâàãªæ¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨¯®ïâ¨¥ á®áâ®ï¨ï ¤«ï ª¢ â®¢®-¬¥å ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë.�¢ â®¢ ¨¥   á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨ïå ®á é�¥ëå ¯ à®© âà -á¢¥àá «ìëå ¯®«ïà¨§ æ¨© ¨â¥á¨¢® ¨§ãç «®áì ¢ ¤¢ãå ¯à¥¤¥«ìëå á«ãç ïå:49



PR = PL; PR\ PL = 0: Ǒ¥à¢ë© á«ãç © ¯à¨¢®¤¨â  á ª ªí«¥à®¢®¬ã ¬®£®®¡-à §¨î á £®«®¬®àä®© ¨  â¨-£®«®¬®àä®© ¯®«ïà¨§ æ¨ï¬¨,   ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥¬ë, ¯®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© �à®¡¥¨ãá , ¯®«ãç ¥¬ á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ á¯ à®© âà á¢¥àá «ìëå « £à �¥¢ëå á«®¥¨©.� ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ¢¥é¥áâ¢¥®© ä®à¬ë � = g + ! «¨áâë á«®¥¨© PR; PL,ï¢«ïïáì « £à �¥¢ë¬¨ ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï¬¨ ¯® ®â®è¥¨î ª á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®©áâàãªâãà¥ !; ®ª §ë¢ îâáï ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬¨ ¯® ®â®è¥¨î ª (¯á¥¢¤®-)à¨-¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¥ g. Ǒ®á«¥¤¥¥ ¬®�® ¤®ª § âì ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®© ¯à®¢¥àª®©.� áâë¬¨ á«ãç ï¬¨ ��-¬®£®®¡à §¨© ï¢«ïîâáï ªí«¥à®¢ë ¨ â ª  §ë¢ ¥¬ë¥¯ à ªí«¥à®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï [87℄. Ǒà¥�¤¥ ç¥¬ ¤ âì ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯ à ªí«¥à®¢ ¬®£®®¡à §¨ï ¬ë  ¯®¬¨¬, çâ® ¯ à ª®¬¯«¥ªáë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬  §ë¢ ¥âáïç�¥â®¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ á § ¤ ë¬   �¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥ë¬ â¥§®à®¬ I, ã¤®¢-«¥â¢®àïîé¨¬ ãá«®¢¨î ¨¢®«îâ¨¢®áâ¨ (4.5), ¨ â ª¨¬, çâ® ¥£® á®¡áâ¢¥ë¥ à á-¯à¥¤¥«¥¨ï ¨¬¥îâ ®¤¨ ª®¢ãî à §¬¥à®áâì ¨ ï¢«ïîâáï ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬¨. Ǒ à -ªí«¥à®¢ë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬  §ë¢ ¥âáï ¯ à ª®¬¯«¥ªá®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ á (¯á¥¢¤®-)à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª®© g, â ª®© çâ® ä®à¬ !(X; Y ) = g(X; IY ) (4.9)ï¢«ï¥âáï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®©. � á¨«ã ®¯à¥¤¥«ïîé¥£® ãà ¢¥¨ï (4.4) ¨ ãá«®¢¨ï¨¢®«îâ¨¢®áâ¨ (4.5) ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® «î¡®¥ ¯ à ªí«¥à®¢® ¬®£®®¡à §¨¥  -¤¥«¥® ��-áâàãªâãà®©.� â®¬ á«ãç ¥ ª®£¤  ä®à¬  � ï¢«ï¥âáï  â¨-íà¬¨â®¢®©, ®  ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡-à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â íà¬¨â®¢ã ªí«¥à®¢ã (1; 1)�ä®à¬ã h = ha�bdza 
 d�zb, � = p�1h .�â¥£à¨àã¥¬ ï ¨¢®«îâ¨¢ ï áâàãªâãà  I ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á¢ï§   á á®®â¢¥âáâ-¢ãîé¥© ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà®© J , I = p�1J ,   ¯ à  ¨¢®«îâ¨¢ëå ï¤¥àëåà á¯à¥¤¥«¥¨© ä®à¬ë � ¢ â®ç®áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ¯ à®© á®¯àï��¥ëå ¤àã£ ¤àã£ã£®«®¬®àä®© ¨  â¨£®«®¬®àä®© ¯®«ïà¨§ æ¨©.� ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥ ¤¢ã¬¥àë¥ ®à¨¥â¨àã¥¬ë¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¤®¯ãáª îâ áâàãª-âãàã ��-¬®£®®¡à §¨ï, ¯®áª®«ìªã ¢á¥ ®¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ®á é¥ë ªí«¥à®¢®© ¬¥â-à¨ª®©. �¥à® ¨ ¡®«¥¥ á¨«ì®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥, á®áâ®ïé¥¥ ¢ â®¬, çâ® «î¡®¥ ¤¢ã¬¥à-®¥ ®à¨¥â¨àã¥¬®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, ¤®¯ãáª ¥â áâàãªâãàã ��-¬®£®®¡à §¨ï, ¤«ïª®â®à®© á¨¬¬¥âà¨ç ï ç áâì ä®à¬ë � á®¢¯ ¤ ¥â á  ¯¥à�¥¤ § ¤ ®© (¯á¥¢¤®-)à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª®©.�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì M { ¤¢ã¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥, ®á é�¥®¥ (¯á¥¢¤®-)à¨-¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª®© g ¨ ¯ãáâì ! = pj det gjdx1 ^ dx2 { á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ä®à¬ 50



®¡ê�¥¬ . �®£¤  ä®à¬  � = g + �!á®£« á®¢   á ¬¥âà¨ç¥áª®© á¢ï§®áâìî ¤«ï «î¡®£® � 2 C.�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® � ®¯à¥¤¥«ï¥â áâàãªâãàã ��-¬®£®®¡à §¨ï, ¥á«¨ ¨ â®«ìª®¥á«¨ det � = det g + �2j det gj = 0:�â® ãá«®¢¨¥ ä¨ªá¨àã¥â § ç¥¨ï � = �p�1 ¤«ï à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¨ (det g > 0)¨ � = �1 ¤«ï (¯á¥¢¤®-)à¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¨.Ǒ¥à¢ë© á«ãç © á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ªí«¥à®¢®¬ã ¬®£®®¡à §¨î,   ¯®á«¥¤¨© ®â¢¥-ç ¥â á«ãç î ¯ à ªí«¥à®¢  ¬®£®®¡à §¨ï [87℄. Ǒà¨¬¥à®¬ ¤«ï ¯®á«¥¤¥© á¨âã -æ¨¨ ¬®�¥â ¯®á«ã�¨âì ®¤®¯®«®áâë© £¨¯¥à¡®«®¨¤, ¢«®�¥ë© ¢ âà�¥å-¬¥à®¥¯à®áâà áâ¢®, ª ª ¯®¢¥àå®áâì, § ¤  ï ãà ¢¥¨¥¬x2 + y2 � z2 = 1¢ ¤¥ª àâ®¢ëå ª®®à¤¨ â å (x; y; z) R3 .�¤ãæ¨à®¢  ï ¬¥âà¨ª    £¨¯¥à¡®«®¨¤¥ ï¢«ï¥âáï ¯á¥¢¤®-à¨¬ ®¢®© ¨ ®¯à¥-¤¥«ï¥â ¯ à ªí«¥à®¢ã áâàãªâãàã. �â¥£à «ìë¥ «¨áâë á®¡áâ¢¥ëå à á¯à¥¤¥«¥-¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯ à ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãàë I á®¢¯ ¤ îâ á ¤¢ã¬ï  ¡®-à ¬¨ âà á¢¥àá «ìëå «¨¥©ëå í«¥¬¥â®¢ £¨¯¥à¡®«®¨¤ , ª®â®àë¥, ¢ á¢®î ®ç¥-à¥¤ì, ®ª §ë¢ îâáï ¨§®âà®¯ë¬¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬¨ ¤«ï ¬¥âà¨ª¨ g.4.2 �¥ä®à¬ æ¨®®¥ ª¢ â®¢ ¨¥  ��-¬®£®®¡à §¨ïå.Ǒãáâì (M;�) ï¢«ï¥âáï ��-¬®£®®¡à §¨¥¬ à §¬¥à®áâ¨ 2n. �®á¯®«ì§ã¥¬áïâ¥¬ ä ªâ®¬, çâ® ä®à¬  � à §« £ ¥âáï ¢ áã¬¬ã ¥¢ëà®�¤¥ëå á¨¬¬¥âà¨ç®© ¨ â¨á¨¬¬¥âà¨ç®© ä®à¬, ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ª®âà ¢ à¨ â®¥ â¥§®à®¥¯®«¥ ¢â®à®£® à £  �ij = !im�mn!nj = gij + !ij;£¤¥ ¬ âà¨æë !ij ¨ gij ï¢«ïîâáï ®¡à âë¬¨ ª !ij ¨ gij, á®®â¢¥âáâ¢¥®. Ǒ® ¯®-áâà®¥¨î, rank(�ij) = rank(�ij) = n;¨ !ij ®ª §ë¢ ¥âáï ¯ã áá®®¢ë¬ â¥§®à®¬.51



Ǒ®¤ ¤¥ä®à¬ æ¨®ë¬ ª¢ â®¢ ¨¥¬ ��-¬®£®®¡à §¨ï (M;�) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®-¨¬ âì ¯®áâà®¥¨¥  áá®æ¨ â¨¢®© ®¯¥à æ¨¨ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï äãªæ¨©,ï¢«ïîé¥©áï ®¤®-¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ®¡ëç®£® ã¬®�¥¨ï ¢  «£¥¡à¥£« ¤ª¨å äãªæ¨© C1(M) ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î ª¢ §¨-ª« á-á¨ç¥áª®£® ¯à¥¤¥« : a � b = ab + i~2 �ij�ia�jb + : : : ; (4.10)£¤¥ ~ { ä®à¬ «ìë© ¯ à ¬¥âà ¤¥ä®à¬ æ¨¨ (\¯®áâ®ï ï Ǒ« ª "),   âà®¥â®ç¨¥®¡®§ ç ¥â ç«¥ë ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  ¯® ~: �á«®¢¨¥ (4.10) ï¢«ï¥âáï á®¢¬¥áâ-ë¬ á â ª  §ë¢ ¥¬ë¬ ¯à¨æ¨¯®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨ï ª¢ â®¢®© ¬¥å ¨ª¨:lim~!0 1i~(a � b� b � a) = fa; bg; (4.11)£¤¥ f�; �g { áª®¡ª  Ǒã áá® ,  áá®æ¨¨à®¢  ï á !ij.Ǒ®¬¨¬® ãá«®¢¨ï (4.10) ¨ âà¥¡®¢ ¨ï  áá®æ¨ â¨¢®áâ¨ ¬ë â ª�¥ ¡ã¤¥¬ ¯®¤-à §ã¬¥¢ âì ãá«®¢¨¥ «®ª «ì®áâ¨ ¤«ï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ïsupp(f � g) = supp(f) \ supp(g): (4.12)�â® ãá«®¢¨¥ ¢ â®ç®áâ¨ ®§ ç ¥â, çâ® ¢á¥ ç«¥ë ä®à¬ «ì®£® àï¤  (4.10) ¯® ~ ï¢-«ïîâáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨ ª®¥ç®£® ¯®àï¤ª  ¯®  à£ã¬¥â ¬ a¨ b . � ¬¥â¨¬, çâ® ¨áå®¤ ï  «£¥¡à  £« ¤ª¨å äãªæ¨© C1(M) ¥§ ¬ªãâ  ¯® ®â-®è¥¨î ª ¢¢¥¤�¥®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î (4.10), ¯®áª®«ìªã ~ ï¢«ï¥âáï ä®à¬ «ìë¬(  ¥ ç¨á«®¢ë¬) ¯ à ¬¥âà®¬. Ǒ® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ¢¬¥áâ® ¨áå®¤®©  «£¥¡àë äãª-æ¨© ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¡®«¥¥ è¨à®ªãî  «£¥¡àã C1(M)[[~℄℄, á®áâ®ïéãî ¨§ä®à¬ «ìëå àï¤®¢: a(x; ~) = a0(x)+~a1(x)+~2a2(x)+: : : ; ai(x) 2 C1(M). Ǒà®áâ-à áâ¢® C1(M)[[~℄℄ ®ª §ë¢ ¥âáï ã�¥ § ¬ªãâë¬ ¯® ®â®è¥¨î ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨î(4.10) ¨ ¬®�¥â âà ªâ®¢ âìáï ª ª  «£¥¡à  ª¢ â®¢ëå  ¡«î¤ ¥¬ëå, ¯®   «®£¨¨ áâ¥¬ ª ª ¯ã áá®®¢   «£¥¡à  £« ¤ª¨å äãªæ¨© C1(M)   á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®-£®®¡à §¨¨ (M;!) ®â®�¤¥áâ¢«ï¥âáï á  «£¥¡à®© ª« áá¨ç¥áª¨å  ¡«î¤ ¥¬ëå.� ¤ ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯®ª �¥¬, çâ® ª¢ â®¢ ¨¥ ��-¬®£®®¡à §¨ï ¢ ¢ëè¥-ãª § ®¬ á¬ëá«¥ ¬®�¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥® ¯ãâ�¥¬ ¬¨¨¬ «ì®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¨á-å®¤®© ª®áâàãªæ¨¨ �¥¤®á®¢  [19℄.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.2.1 �®à¬ «ì®©  «£¥¡à®© á¨¬¢®«®¢ A  §ë¢ ¥âáï  áá®æ¨ â¨¢- ï ã¨â «ì ï  «£¥¡à   ¤ C, çì¨ í«¥¬¥âë ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤a(x; y; dx; ~) = X2k+p;q�0~kak ;i1:::ipj1::::jq(x)yi1 : : : yipdxj1 ^ : : : ^ dxjq : (4.13)52



�®íää¨æ¨¥âë à §«®�¥¨ï ak; i1:::ipj1:::jq(x) ï¢«ïîâáï ª®¬¯®¥â ¬¨ ª®¢ à¨ â-ëå â¥§®àëå ¯®«¥©   M , á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ¯® ¨¤¥ªá ¬ i1; : : : ; ip ¨  â¨á¨¬-¬¥âà¨çë¬¨ ¯® ¨¤¥ªá ¬ j1; : : : ; jq, fyig { ¯¥à¥¬¥ë¥, ¯à¥®¡à §ãîé¨¥áï ª ªª®¬¯®¥âë ª á â¥«ì®£® ¢¥ªâ®à . �á¥¬ ç«¥ ¬ à §«®�¥¨ï (4.13) ¬ë ¯à¨-¯¨áë¢ ¥¬ ¯ àã ¥®âà¨æ â¥«ìëå æ¥«ëå ç¨á¥« (2k + p; q) ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ A2k+p;qª ª ¯®¤¬®�¥áâ¢® ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ á ¤ ®© ¡¨-áâ¥¯¥ìî. Ǒà®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãåí«¥¬¥â®¢ a; b 2 A ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®©a Æ b = exp� i~2 �ij(x) ��yi ��zj� a(x; y; dx; ~) ^ b(x; z; dx; ~)jz=y ; (4.14)£¤¥ ^ ®¡®§ ç ¥â ¢¥è¥¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ä®à¬.�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ (4.14)  áá®æ¨ â¨¢® ¨ ¡¨-£à ¤ã¨à®¢ ®, â®¥áâì Am;n Æ Ak;l � Am+k;n+l.�áâ¥áâ¢¥ ï ä¨«ìâà æ¨ï ¢ A ¯® ®â®è¥¨î ª ¯¥à¢®© ¨§ £à ¤ã¨à®¢®ªA � A1� � A2� � : : : ; Amn �Mk�mAk;n (4.15)®¯à¥¤¥«ï¥â â®¯®«®£¨î ¨ áå®¤¨¬®áâì ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¡¥áª®¥çëå ä®à¬ «ìëåàï¤®¢ (4.13).�¯à¥¤¥«ïï ª®¬¬ãâ â®à ¤¢ãå ®¤®à®¤ëå í«¥¬¥â®¢ a 2 Am;q; b 2 Ak;l ¢ëà �¥-¨¥¬ [a; b℄ = aÆb�(�1)qlbÆa; ¨ ¨«ì¯®â¥âë© ¤¨ää¥à¥æ¨ « Æ : Am;n ! Am�1;n+1ª ª Æa = dxk ^ �a�yk ; Æ(Æa) = 0; 8a 2 A ; (4.16)¬ë ¯à¥¢à é ¥¬  áá®æ¨ â¨¢ãî  «£¥¡àã A ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìãî £à ¤ã¨à®¢ -ãî  «£¥¡àã �¨ ¯® ®â®è¥¨î ª ¢¥è¥© áâ¥¯¥¨. �¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ® ®¯¥à â®àÆ ¬®�¥â ¡ëâì â ª�¥ ¯¥à¥¯¨á  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬Æa = � 1i~ [!ijyidxj; a℄; (4.17)¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, Æ ï¢«ï¥âáï â ª�¥ ¢ãâà¥¨¬ áã¯¥à-¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ ¨á-å®¤®©  áá®æ¨ â¨¢®©  «£¥¡àë A:Æ(a Æ b) = (Æa) Æ b+ (�1)na Æ (Æb); 8a 2 A�;n; 8b 2 A: (4.18)�¥âà¨¢¨ «ìë¥ ª®£®¬®«®£¨¨ ®¯¥à â®à  Æ ®¡à §ãîâ ¯à®áâà áâ¢® ª¢ â®¢ëå ¡«î¤ ¥¬ëå C1(M)[[~℄℄ � A, çì¨ í«¥¬¥âë \¥ á®¤¥à� â" y-¢ ¨ dx-¢. �«ï53



¤®¯®«¨â¥«ì®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¬®�® ¯®áâà®¨âì ®¯¥à â®à áâï£¨¢ îé¥© £®-¬®â®¯¨¨ Æ�1 : Am;n !Am+1;n�1Æ�1a = yki� ��xk� 1Z0 a(x; ty; tdx; ~)dtt ; (4.19)£¤¥ i(�=�xk) ®¡®§ ç ¥â ¢ãâà¥¥¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¢¥è¨å ä®à¬ ¢¥ªâ®à-ë¬ ¯®«¥¬ �=�xk.�®®¯à¥¤¥«ïï ®¯¥à â®à Æ�1   C1(M)[[~℄℄ ã«�¥¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ \à §«®�¥¨¥�®¤� -�¥ � ¬ ", ¨¬¥îé¥¥ ¬¥áâ® ¤«ï «î¡®£® a 2 A,a = �(a) + ÆÆ�1a+ Æ�1Æa ; (4.20)£¤¥ �(a) = a(x; 0; 0; ~) { ¯à®¥ªæ¨ï a   C1(M)[[~℄℄.�¨¬¬¥âà¨ç ï á¢ï§®áâìr, á®åà ïîé ï áâàãªâãàã � ��-¬®£®®¡à §¨ï, ¯®-§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì ª®¢ à¨ âãî ¯à®¨§¢®¤ãî í«¥¬¥â®¢  «£¥¡àë A. �ë ¡ã¤¥¬®¡®§ ç âì íâã ¯à®¨§¢®¤ãî â¥¬ �¥ á¨¬¢®«®¬ rr : An;m ! An;m+1; r = dxi ^ � ��xi � yj�kij(x) ��yk� ; (4.21)£¤¥ �kij { á¨¬¢®«ë �à¨áâ®ää¥«ï á¢ï§®áâ¨ r.�§ á®£« á®¢ ®áâ¨ á¢ï§®áâ¨ r á® áâàãªâãà®© ��-¬®£®®¡à §¨ï � á«¥¤ã¥â,çâ® ª®¢ à¨ â ï ¯à®¨§¢®¤ ï ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥â Æ�ã¬®�¥¨¥ ¢ Ar(a Æ b) = ra Æ b+ (�1)na Æ rb; 8a 2 A�;n; 8 b 2 A: (4.22)�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬   «®£®¬ «¥¬¬ë 2.4 ¢ [19℄�¥¬¬  4.2.1 Ǒãáâì r { ª®¢ à¨ â ï ¯à®¨§¢®¤ ï ¢ A, â®£¤ rÆa+ Æra = 0; (4.23)r2a = r(ra) = 1i~ [R ; a ℄; R = 14Rijklyiyjdxk ^ dxl; (4.24)£¤¥ Rijkl = !imRmjkl { à¨¬ ®¢  ªà¨¢¨§  á¢ï§®áâ¨ r .�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒ¥à¢®¥ â®�¤¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ â®£® ä ªâ , çâ® á¢ï§-®áâì r á¨¬¬¥âà¨ç . 54



� «¥¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®¢ à¨ â®© ¯à®¨§¢®¤®© (4.21) ¬ë ¯®«ãç ¥¬r2a = �12dxk ^ dxlRjiklyi �a�yj : (4.25)� ª¨¬ ®¡à §®¬, r2 ¤¥©áâ¢ã¥â   í«¥¬¥âë A  «£¥¡à ¨ç¥áª¨, â® ¥áâì ¥ ¤¨ä-ä¥à¥æ¨àã¥â ¯® x . � ¤àã£®© áâ®à®ë,1i~ [R ; a℄ = �14(Rijklyi�jn �a�yn �Rijklyi�nj �a�yn )dxk ^ dxl ++ i~8 (Rijkl�jm�in �2a�ym�yn � Rijkl�mj�ni �2a�ym�yn )dxk ^ dxl == �12dxk ^ dxlRjiklyi!nj �a�yn = r2a:� ¯®á«¥¤¥¬ ¨§ à ¢¥áâ¢ ¬ë ¨á¯®«ì§®¢ «¨ â®�¤¥áâ¢® �¨çç¨, ginRnjkl = �gjnRnikl;¨ ¥£® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨©   «®£ !imRmjkl = !jmRmikl (á¬.  ¯à¨¬¥à [67℄).�§ ¤®ª § ®© «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® ª¢ ¤à â ª®¢ à¨ â®© ¯à®¨§¢®¤®© r ï¢-«ï¥âáï ¢ãâà¥¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬  «£¥¡àë A. �â®â ä ªâ ®ª §ë¢ ¥âáï®ç¥ì ¢ �ë¬ ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ à ¬ª å ¬¥â®¤  �¥¤®-á®¢ .�«¥¤ãï �¥¤®á®¢ã, ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¢  «£¥¡à¥A D = r� Æ + 1i~ [r; �℄ = r+ 1i~ [!ijyidxj + r; �℄; (4.26)£¤¥ r = ri(x; y; ~)dxi ¯à¨ ¤«¥�¨â A31 ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®à¬ «¨§ æ¨®®¬ã ãá«®-¢¨î ri(x; 0; ~)dxi = 0. Ǒà®áâ®¥ ¢ëç¨á«¥¨¥ ¤ �¥âD2a = 1i~ [
; a℄; 8a 2 A; (4.27)£¤¥ 
 = R� Ær +rr + 1i~r Æ r: (4.28)�¢ï§®áâì (4.26)  §ë¢ ¥âáï ¯«®áª®© ¥á«¨ ¤¢ -ä®à¬  
 ¥ á®¤¥à�¨â y-¢, â®¥áâì â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  
 ¯à¨ ¤«¥�¨â æ¥âàã  «£¥¡àë A. �«¥¤®¢ -â¥«ì®, á¢ï§®áâì (4.26)  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ®ª �¥âáï ¯«®áª®©, ¥á«¨R� Ær +rr + 1i~r Æ r = 0: (4.29)�ç¥¢¨¤®, çâ® ï¤¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯«®áª®© á¢ï§®áâ¨ D ¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï¯®¤ «£¥¡à®© ¢ A . Ǒ®¤ «£¥¡à®© â ª�¥ ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢® kerD \ A�;0,ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì AD. 55



�«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ â¥®à¥¬ë ï¢«ïîâáï ª«îç¥¢ë¬¨ ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï. �å ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á®¢¥àè¥®   «®£¨çë ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬ â¥®-à¥¬ 3.2 ¨ 3.3 ¢ [19℄.�¥®à¥¬  4.2.1 �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â r 2 A31, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©ãá«®¢¨î Æ�1r = 0 ¨ ãà ¢¥¨î (4.29).�¥®à¥¬  4.2.2 �«ï «î¡®©  ¡«î¤ ¥¬®© a 2 C1(M)[[~℄℄ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ-¢¥ë© í«¥¬¥â ea 2 AD, â ª®© çâ® �(ea) = a.� ª ç¥áâ¢¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¯®á«¥¤¥£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯à®¥ªæ¨ï �ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ AD ¨ C1(M)[[~℄℄,   â ª�¥�«¥¤áâ¢¨¥ 4.2.1 Ǒã««-¡íª Æ-¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¯à¨ ®â®¡à �¥¨¨ ��1 ¨¤ãæ¨àã¥â áá®æ¨ â¨¢®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥   ¯à®áâà áâ¢¥ ä¨§¨ç¥áª¨å  ¡«î¤ ¥-¬ëå C1(M)[[~℄℄;   ¨¬¥® a � b = �(��1(a) Æ ��1(b)) (4.30)Ǒ®¬¨¬® ¯à®áâ®£® ä ªâ  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï, ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ å ¯à¨¢¥¤�¥ëå §¤¥áìâ¥®à¥¬ á®¤¥à�¨âáï íää¥ªâ¨¢ ï ¯à®æ¥¤ãà  ¯®áâà®¥¨ï ®â®¡à �¥¨ï ¯®¤ïâ¨ï��1. �  ï ¯à®æ¥¤ãà  ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯ãâ�¥¬ ¨â¥à¨à®¢ ¨ï á«¥¤ãîé¥© ¯ àëá¢ï§ ëå ãà ¢¥¨© r = Æ�1(R +rr + 1i~r Æ r);��1(a) = a + Æ�1(r��1(a) + 1i~ [r; ��1(a)℄): (4.31)Ǒ®áª®«ìªã ®¯¥à â®à r á®åà ï¥â ä¨«ìâà æ¨î,   Æ�1 ¯®¢ëè ¥â ¥�¥   1, ¨â¥-à æ¨® ï ¯à®æ¥¤ãà  (4.31) áå®¤¨âáï ¢ á¬ëá«¥ â®¯®«®£¨¨ (4.15) ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ ¤«ï ��1(a). � ª¨¬ ®¡à §®¬, §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãåäãªæ¨© ¬®�¥â ¡ëâì ¢ëç¨á«¥® á «î¡®©  ¯¥à�¥¤ § ¤ ®© â®ç®áâìî ¯® ~.�â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï  â¨-íà¬¨â®¢®© ��-áâàãªâãàë � (á«ãç © ªí«¥à®¢  ¬®£®-®¡à §¨ï) ¢¢¥¤�¥®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¥¬ã á¢®©áâ¢ã ¢¥é¥áâ-¢¥®áâ¨: a � b = b � a; 8a; b 2 C1(M)[[~℄℄: (4.32)� ç áâ®áâ¨, ä®à¬ «ìë¥ àï¤ë ¯® ~ á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¢ ¢¥é¥áâ¢¥®-§ ç-ëå £« ¤ª¨å äãªæ¨ïå ®¡à §ãîâ § ¬ªãâãî ¯®¤ «£¥¡àã �¨ ¯® ®â®è¥¨î ª56



�-ª®¬¬ãâ â®àã, ã¬®�¥®¬ã   p�1 . � áâ ¤ àâ®© ª¢ â®¢®-¬¥å ¨ç¥áª®©¨â¥à¯à¥â æ¨¨ ¤  ï ¯®¤ «£¥¡à  ¯®¨¬ ¥âáï ª ª  «£¥¡à  ä¨§¨ç¥áª¨å  ¡«î-¤ ¥¬ëå, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï  «£¥¡à¥ á ¬®á®¯àï��¥ëå ®¯¥à â®à®¢.�®à¬ã«  (4.32) âà¨¢¨ «ì® á«¥¤ã¥â ¨§   «®£¨ç®£® á®®â®è¥¨ï ¤«ï Æ�¯à®-¨§¢¥¤¥¨ï a Æ b = (�1)mnb Æ a; 8a 2 A�;m; b 2 A�;n; (4.33)¨ ¨§ áâàãªâãàë ãà ¢¥¨© (4.30) ¨ (4.31).� ¬¥ç ¨¥. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, à £®¢®¥ ãá«®¢¨¥,  «®�¥®¥   � ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨4.1.1, ï¢«ï¥âáï ¥áãé¥áâ¢¥ë¬ ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï  áá®æ¨ â¨¢®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®-¨§¢¥¤¥¨ï (4.10). �¤¨áâ¢¥®¥ ãá«®¢¨¥, ª®â®à®¥ ¨á¯®«ì§®¢ ® ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨,{ íâ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç®© á¢ï§®áâ¨, á®£« á®¢ ®© á �.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ëè¥¯à¨¢¥¤�¥ ï ª®áâàãªæ¨ï ¬®�¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥¥  ¨ ¢¡®«¥¥ ®¡é¥© á¨âã æ¨¨, ¢ª«îç îé¥© ¢ á¥¡ï á«ãç © ¢ëà®�¤¥®£® â¥§®à  gij .�áå®¤®© ª®áâàãªæ¨¨ �¥¤®á®¢ ,  ¯à¨¬¥à, ®â¢¥ç ¥â á«ãç © ã«¥¢®£® á¨¬¬¥â-à¨ç®£® â¥§®à  gij = 0. �ë«® ¡ë ¨â¥à¥á® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨ç®© á¢ï§®áâ¨, á®£« á®¢ -®© á ¤ ë¬ â¥§®à®¬ �ij = !ij + gij, ¨ ®¯¨á âì ¢á¥ â ª¨¥ á¢ï§®áâ¨.� § ª«îç¥¨¨ íâ®£® à §¤¥«  ¬ë ¢¢¥¤¥¬ á«¥¤®¢®© äãªæ¨® «    «£¥¡à¥ª¢ â®¢ëå  ¡«î¤ ¥¬ëå.Ǒãáâì C10 (M)[[~℄℄ { ¨¤¥ « ¢ C1(M)[[~℄℄, á®áâ®ïé¨© ¨§ ª¢ â®¢ëå  ¡«î¤ ¥-¬ëå á ª®¬¯ ªâë¬ ®á¨â¥«¥¬. � ¯®¬¨¬, çâ® «¨¥©ë© äãªæ¨® «   C10 (M)[[~℄℄á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ä®à¬ «ìëå ç¨á« å C[[~℄℄  §ë¢ ¥âáï á«¥¤®¬, ¥á«¨ ® ®¡ã«ï-¥âáï   «î¡®¬ ª®¬¬ãâ â®à¥1, â® ¥áâìtr(a) = 1Xk=0 ~kk; k 2 C; (4.34)¨ tr(a � b) = tr(b � a): (4.35)Ǒãáâì d� = d�0+~d�1+: : : { ä®à¬ «ì ï £« ¤ª ï ¬¥à   M , â®£¤  ¨â¥£à¨à®-¢ ¨¥ ¯® d� ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥¯à¥àë¢ë© äãªæ¨® « á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ C10 (M)[[~℄℄ 3a! RM a � d�. �®à¬ «ì ï ¬¥à   §ë¢ ¥âáï á«¥¤®¢®© ¬¥à®© ¤«ï §¢�¥§¤®çª -¯à®-¨§¢¥¤¥¨ï, ¥á«¨ äãªæ¨® « RM a �d� ï¢«ï¥âáï á«¥¤®¬. � à ¡®â¥ �¥áâ  ¨ �ë£  1� è¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â áâ ¤ àâ®£® ®âáãâáâ¢¨¥¬ ¥áãé¥áâ¢¥®£® ®à¬ «¨§ -æ¨®®£® ¬®�¨â¥«ï 1=(2�~)n: 57



[54℄ ¤®ª § ®, çâ® «î¡®© ¥¯à¥àë¢ë© á«¥¤ë© äãªæ¨® « ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥-¤®¢®© ¬¥à®©. �«ï ��-¬®£®®¡à §¨© ¢¥à® â ª�¥ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥.�¥®à¥¬  4.2.3 �  ��-¬®£®®¡à §¨¨ áãé¥áâ¢ã¥â á«¥¤®¢ ï ¬¥à ,  áá®æ¨¨à®¢ - ï á  «£¥¡à®© ª¢ â®¢ëå  ¡«î¤ ¥¬ëå C1(M)[[~℄℄. �  ï ¬¥à  ¨¬¥¥â á«¥¤ã-îé¨© ¢¨¤ d� = (1 + ~t1(x) + ~2t2(x) + : : :) � 
; (4.36)£¤¥ 
 = !n=n! =pj det gjdx1 ^ : : : ^ dx2n { á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨© (à¨¬ ®¢) ®¡ê�¥¬,  ª®íää¨æ¨¥âë ta(x) ï¢«ïîâáï ¯®«¨®¬ ¬¨ â¥§®à  ªà¨¢¨§ë Rijkl ¨ ¥£® ª®¢ -à¨ âëå ¯à®¨§¢®¤ëå.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï   «®£®¬ â¥®à¥¬ë 5.6.6 ¢ [21℄¨ ¬®�¥â ¡ëâì ¤®ª § ® á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ â®£® �¥ á ¬®£® ¯à¨æ¨¯  «®ª «¨§ -æ¨¨. �à®¬¥ â®£®, ¢ á«¥¤ãîé¥¬ à §¤¥«¥ ¬ë ¯à¨¢¥¤�¥¬ ï¢ãî ä®à¬ã ®¯¥à â®à ,ãáâ  ¢«¨¢ îé¥£® «®ª «ìë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¤¥ä®à¬ æ¨®®£® ª¢ â®¢ ¨ï ��-¬®£®®¡à §¨© ¨ ä¥¤®á®¢áª®£® ª¢ â®¢ ¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®©áâàãªâãàë (M;!). �á¯®«ì§ãï íâ®â «®ª «ìë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬ë ¬®�¥â ¢ë¢¥áâ¨á«¥¤®¢ãî ¬¥àã (4.36) ¨§ á«¥¤®¢®© ¬¥àë �¥¤®á®¢    (M;!).4.3 �à¨â¥à¨© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨§¢¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©.�¥®¬¥âà¨ï ��-¬®£®®¡à §¨© ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨¬¥ïâì ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤¢¥ à §-«¨çë¥ áå¥¬ë ª¢ â®¢ ¨©,   ¨¬¥®, ª¢ â®¢ ¨¥ �¥¤®á®¢ , ª®â®à®¥ ¨á¯®«ì§ã¥ââ®«ìª®  â¨á¨¬¬¥âà¨çãî ç áâì ä®à¬ë �, ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨®®¥ ª¢ â®¢ ¨¥, ¢®-¢«¥ª îé¥¥ ¢ ¢ëà �¥¨¥ ¤«ï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢áî ä®à¬ã � (4.10). Ǒ®â¥¬ ¯à¨ç¨ ¬, ª®â®àë¥ ¡ë«¨ ã¯®¬ïãâë ¢® �¢¥¤¥¨¨, ¬ë ¡ã¤¥¬ ááë« âìáï  íâ¨ ª¢ â®¢ ¨ï ª ª   ¢¥©«¥¢áª®¥ ¨ ¢¨ª®¢áª®¥, á®®â¢¥âáâ¢¥®. �áâ¥áâ¢¥ë©¢®¯à®á á®áâ®¨â ¢ â®¬, ï¢«ïîâáï «¨ íâ¨ ª¢ â®¢ ¨ï íª¢¨¢ «¥âë¬¨.� ª ¨§¢¥áâ®, ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ «î¡ë¥ ¤¢  §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï   á¨¬-¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ ï¢«ïîâáï «®ª «ì® íª¢¨¢ «¥âë¬¨,   ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥ª £«®¡ «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨© ¬®�¥â ¡ëâì ¨¤¥â¨ä¨-æ¨à®¢ ® á í«¥¬¥â®¬ ¢â®àëå ª®£®¬®«®£¨© �¥ � ¬  ¤ ®£® á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®£®58



¬®£®®¡à §¨ï. � íâ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë ï¢® ¯®áâà®¨¬ ®¯¥à â®à, ®áãé¥áâ¢«ïîé¨© «®-ª «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì ¢¥©«¥¢áª®£® ¨ ¢¨ª®¢áª®£® ã¬®�¥¨ï,   â ª�¥ ¯à¥¤ê-ï¢¨¬ 2-ä®à¬ã, ª®â®à ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨© ª« áá, ï¢«ïîé¨©áï ¯à¥-¯ïâáâ¢¨¥¬ ¯à¨ ¯®áâà®¥¨¨ £«®¡ «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.�«ï â®£®, çâ®¡ë à §«¨ç âì ¢¨ª®¢áª®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ®â ¢¥©«¥¢áª®£®,¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨¤¥ªá g ¢á¥å ª®áâàãªæ¨©, á¢ï§ ëå á ¯¥à¢ë¬ ¨§ ¯à®-¨§¢¥¤¥¨© (¤ ë© ¨¤¥ªá ¡ã¤¥â ãª §ë¢ âì   ¥ã«¥¢ãî á¨¬¬¥âà¨çãî ç áâìg ä®à¬ë �). � ç áâ®áâ¨, ¢® ¢á�¥¬ íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯®á«®©®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ (4.14)¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ Æg, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª Æ ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âì ä¥¤®á®¢áª®¥¯®á«®©®¥ ã¬®�¥¨¥ [19℄, ª®â®à®¥ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ (4.14) ¯®« £ ¨¥¬ g = 0.Ǒà¥�¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® ¯®á«®©ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï Æ ¨ Æg ®ª §ë¢ îâáï íª-¢¨¢ «¥âë¬¨ ¢ á«¥¤ãîé¥¬ á¬ëá«¥:�¥¬¬  4.3.1 �«ï «î¡ëå a; b 2 A ¬ë ¨¬¥¥¬G(a Æg b) = (Ga ÆGb); (4.37)£¤¥ ä®à¬ «ì® ®¡à â¨¬ë© ®¯¥à â®à G ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ëà �¥¨¥¬G = exp(� i~4 gij ��yi ��yj ): (4.38)�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨ ®â®¡à �¥¨¥ G : A! A, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª  ¢â®¬®àä¨§¬«¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ , ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡à (A; Æ) ¨ (A,Æg):�ç¥¢¨¤®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯àï¬®© ¯®¤áâ ®¢ª®© (4.38) ¢ ãà ¢-¥¨¥ (4.37).�¯¥à â®à G ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ¯à®áâë¬ á¢®©áâ¢ ¬:rG = Gr; ÆG = GÆ: (4.39)�¢â®¬®àä¨§¬ G ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¢ãî ¯«®áªãî á¢ï§®áâì ~D = GDgG�1, ª®â®à ï¢ á¨«ã á¢®©áâ¢ (4.37) ¨ (4.39) ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á   ª ª~D = r� Æ + 1i~ [er; �℄; er = Grg; (4.40)£¤¥ [ ; ℄ ®¡®§ ç îâ Æ�ª®¬¬ãâ â®à. �«¥¬¥âë er ¨ r ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢¥¨ï¬GR +rer � Æer + 1i~er Æ er = 0; (4.41)R +rr � Ær + 1i~r Æ r = 0: (4.42)59



� ª¨¬ ®¡à §®¬ ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¢  §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï � ¨ e�, ®â¢¥ç îé¨å ¯ à¥¯«®áª¨å á¢ï§®áâ¥©D ¨ eD. Ǒ®áª®«ìªã ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥D 6= eD, â® íª¢¨¢ «¥â®áâìÆ ¨ Æg-¯à®¨§¢¥¤¥¨© (  áâ «® ¡ëâì ¨ íª¢¨¢ «¥â®áâì ¬¥�¤ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬¨ e� ¨�g) ¥ ¢«¥ç�¥â  ¢â®¬ â¨ç¥áª®¥ à ¢¥áâ¢® � = e�. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ëç¨á«ïï ¨§è¨¥¯®àï¤ª¨ ¯® ~ ¬ë ¯®«ãç ¥¬a � b = ab + i~2 !ijriarjb� ~28 !ik!jlrirjarkrlb +O(~3); (4.43)ae�b = ab + i~2 e!ijriarjb� ~28 !ik!jlrirjarkrlb +O(~3);£¤¥ e!ij = !ij + ~!ij1 ; (4.44)¨ !ij1 = !ik
kl!lj; 
 = i~(GR�R) = 18Rijklgijdxk ^ dxl: (4.45)�¢ -ä®à¬  
 § ¬ªãâ  ¢ á¨«ã â®�¤¥áâ¢  �ìïª¨ ¤«ï â¥§®à  ªà¨¢¨§ë. � ª¨¬®¡à §®¬ á®®â®è¥¨ï (4.43), (4.44) £®¢®àïâ ® â®¬, çâ® ¢â®à®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥-¤¥¨¥ e� ï¢«ï¥âáï â ª  §ë¢ ¥¬®© ®¤®¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¯¥à¢®£®� [52℄. � ª ¨§¢¥áâ®, ¤  ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ï¢«ï¥âáï âà¨¢¨ «ì®© â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  § ¬ªãâ ï ¤¢ -ä®à¬  
 â®ç  [52℄, [89℄.Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ä®à¬  
 â®ç , ¨ ¯®¯ëâ ¥¬áï ãáâ ®¢¨âì íª¢¨¢ -«¥â®áâì � ¨ e� á ¯®¬®éìî ¯®á«®©®£® á®¯àï�¥¨ï.a! U Æ a Æ U�1; (4.46)£¤¥ U { ®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â A�;0. �ë¡¥à¥¬ í«¥¬¥â U â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¯à¨¤¥©áâ¢¨¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï (4.46) D ¯¥à¥å®¤¨«® ¡ë ¢ ~D, â® ¥áâìD(U Æ a Æ U�1) = U Æ ( ~Da) Æ U�1; 8a 2 A;¨«¨ [U�1 ÆDU; a℄ = 1i~ [�r; a℄; (4.47)£¤¥ �r = er � r.Ǒ®á«¥¤¥¥ ãá«®¢¨¥ ®§ ç ¥â, çâ®U�1 ÆDU = 1i~�r + 1i~ ; (4.48)60



£¤¥  2 A�;1 ï¢«ï¥âáï æ¥âà «ìë¬ í«¥¬¥â®¬  «£¥¡àë A . �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨  ï¢«ï¥âáï ä®à¬ «ìë¬ àï¤®¬ ¯® ~ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ®¤¨-ä®à¬ å   M . �á«®¢¨¥á®£« á®¢ ®áâ¨ ãà ¢¥¨ï (4.47), á«¥¤ãîé¥¥ ¨§ á®®â®è¥¨ï D2 = 0 ¨¬¥¥â ¢¨¤D�r + 1i~�r Æ�r + d = 0: (4.49)� «®£¨ç®¥ á®®â®è¥¨¥ ¬®�® ¯®«ãç¨âì ¢ëç¨â ¨¥¬ (4.41) ¨§ (4.42)D�r + 1i~�r Æ�r + 
 = 0: (4.50)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãà ¢¥¨¥ (4.47) ®ª §ë¢ ¥âáï á®£« á®¢ ë¬ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ä®à¬  
 â®ç .Ǒ¥à¥¯¨è¥¬ â¥¯¥àì (4.48) ¢ á«¥¤ãîé¥© ä®à¬¥ÆU = rU + 1i~ [r; U ℄� 1i~U Æ (�r +  ) (4.51)¨ ¯à¨¬¥¨¬ ®¯¥à â®à Æ�1 ª ®¡®¨¬ ç áâï¬ ãà ¢¥¨ï. �á¯®«ì§ãï à §«®�¥¨¥�®¤� -�¥ � ¬  (4.20) ¨ ¯®« £ ï �(U) = 1; ¬ë ¯®«ãç ¥¬U = 1 + Æ�1(rU + 1i~ [r; U ℄� 1i~U Æ (�r +  )): (4.52)� [19, �¥®à¥¬  4.3℄ ¤®ª § ®, çâ® ¨â¥à¨à®¢ ¨¥ ¯®á«¥¤¥£® ãà ¢¥¨ï (4.52)¤ �¥â à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (4.51), ¢ â®¬ á«ãç ¥ ¥á«¨ ãá«®¢¨¥ á®£« á®¢ ¨ï (4.49)¢ë¯®«¥®.� ®¥ à¥è¥¨¥ (4.52) ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¡à â¨¬ë© í«¥¬¥â A�;0, ¯®áª®«ìªã ®®  -ç¨ ¥âáï á 1 . �®£¤  ¨áª®¬®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ T : (C1(M); �)!(C1(M); �g) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî ®â®¡à �¥¨©Ta(x) = (U ÆG(��1g (a)) Æ U�1)jy=0; (4.53)â® ¥áâì T (a �g b) = (Ta � Tb):�á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤ ®£® à §¤¥«  ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥©â¥®à¥¬ë�¥®à¥¬  4.3.1 Ǒà¥¯ïâáâ¢¨¥ ª íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢¥©«¥¢áª®£® ¨ ¢¨ª®¢áª®£® ¯à®-¨§¢¥¤¥¨© «¥�¨â ¢® ¢â®àëå ª®£®¬®«®£¨ïå �¥ � ¬  H2(M) . �¥©«¥¢áª®¥ ª¢ â®-¢ ¨¥ íª¢¨¢ «¥â® ¢¨ª®¢áª®¬ã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤¢ -ä®à¬  Rijklgijdxk^dxl â®ç . 61



� ¬¥ç ¨¥ 1. Ǒ®áª®«ìªã «î¡ ï § ¬ªãâ ï ä®à¬  «®ª «ì® â®ç , â® ®¯¥à â®à(4.53), ¯®áâà®¥ë© ¯® «®ª «ì®© ®¤¨-ä®à¬¥  , ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬, ®áãé¥áâ-¢«ïîé¨¬ «®ª «ìãî íª¢¨¢ «¥â®áâì ¢¥©«¥¢áª®£® ¨ ¢¨ª®¢áª®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨©.� ¬¥ç ¨¥ 2. � â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ��-áâàãªâãà  ï¢«ï¥âáï ªí«¥à®¢®© (á«ãç © â¨-íà¬¨â®¢®© �), ¤¢ -ä®à¬  
 ï¢«ï¥âáï ¨ ç¥¬ ¨ë¬ ª ª ä®à¬®© �¨çç¨ ¤ -®£® ªí«¥à®¢  ¬®£®®¡à §¨ï (M;p�1�). � íâ®¬ á«ãç ¥ ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨© ª« áá
 ®ª §ë¢ ¥âáï ¯à®¯®àæ¨® «ìë¬ ¯¥à¢®¬ã ª« ááã �¥à  1(M) , ª®â®àë©, ª ª¨§¢¥áâ®, § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ¢ë¡®à  ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãàë [90℄ ¨ à ¢¥ ã«îâ®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ªí«¥à®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ ï¢«ï¥âáïí©èâ¥©®¢ë¬. �©èâ¥©®¢ë ªí«¥à®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï ®áïâ á¯¥æ¨ «ì®¥  §¢ -¨¥, ®¨  §ë¢ îâáï ¬®£®®¡à §¨ï¬¨ � « ¡¨-�ã. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãâ¢¥à�¤¥¨¥â¥®à¥¬ë 4.3.1 ¤«ï á«ãç ï ªí«¥à®¢ëå ¬®£®®¡à §¨© ¬®�® ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âìá«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¥©«¥¢áª®¥ ª¢ â®¢ ¨¥   ªí«¥à®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ íª¢¨-¢ «¥â® ¢¨ª®¢áª®¬ã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤ ®¥ ªí«¥à®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ï¢«ï¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥¬ � « ¡¨-�ã.
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�« ¢  5Ǒ®«ãç¥¨¥ ã¨¢¥àá «ì®©¤¥ä®à¬ æ¨®®© ä®à¬ã«ë¬¥â®¤®¬ �¥¤®á®¢ .� íâ®© £« ¢¥ ¯à¥¤«®�¥  ¯à®áâ ï ¯à®æ¥¤ãà  ª¢ â®¢ ¨ï ¥à¥£ã«ïàëå áª®-¡®ª Ǒã áá® ,  áá®æ¨¨à®¢ ëå á ª« áá¨ç¥áª¨¬¨ âà¥ã£®«ìë¬¨ r-¬ âà¨æ ¬¨.� ª ¬ë ã¢¨¤¨¬, ¤  ï ¯à®æ¥¤ãà  ¤ �¥â ã¨¢¥àá «ì®¥ ª¢ â®¢ ¨¥ íâ¨å áª®¡®ª,¨ ¯®â®¬ã ¯®§¢®«ï¥â ¯à®ª¢ â®¢ âì ¡¨ «£¥¡àã �¨,  áá®æ¨¨à®¢ ãî á § ¤ ®©âà¥ã£®«ì®© r-¬ âà¨æ¥©.5.1 �¢ â®¢ ¨¥ áª®¡®ª Ǒã áá® ,  áá®æ¨¨à®¢ -ëå á âà¥ã£®«ìë¬¨ r-¬ âà¨æ ¬¨.Ǒãáâì G ª¢ §¨-äà®¡¥¨ãá®¢   «£¥¡à  �¨ á® á«¥¤ãîé¨¬¨ ª®¬¬ãâ æ¨®ë¬¨á®®â®è¥¨ï¬¨ [ei; ej℄ = fkijek ; i; j; k = 1; :::; m ; (5.1)¨, ¯ãáâì r = rijei ^ ej 2 G 
 G { á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥¢ëà®�¤¥ ï âà¥ã£®«ì ïr-¬ âà¨æ  íâ®©  «£¥¡àë �¨.Ǒãáâì  = jjrijjj rikrkj = Æji{ ¬ âà¨æ  ®¡à â ï ª r. � ª ®â¬¥ç «®áì ¢® �¢¥¤¥¨¨, ª« áá¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥63



�£ -� ªáâ¥à  (1.12)   rij íª¢¨¢ «¥â® ãá«®¢¨î ª®æ¨ª«    ®¡à âãî ¬ âà¨æãjjrijjj f lijrlk + æ¨ª«¨ç¥áª¨¥ ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ¯® (i; j; k) = 0: (5.2)�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨ jjrijjj ®¯à¥¤¥«ï¥â æ¥âà «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ G  «£¥¡àë G á®á«¥¤ãîé¥© áª®¡ª®© �¨ [ei; ej℄ = fkijek + rij: (5.3)Ǒãáâì M { £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ á § ¤ ë¬¨   �¥¬ ¢¥ªâ®àë¬¨ ¯®«ï¬¨Xi, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ ª®¬¬ãâ æ¨®ë¬ á®®â®è¥¨ï¬  «£¥¡àë �¨ G[Xi; Xj℄ = fkijXk : (5.4)�®£¤  ¬®£®®¡à §¨¥ M ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®á é ¥âáï á«¥¤ãîé¥© ¯ã á-á®®¢®© áâàãªâãà®© fa; bg = rijXiaXjb ; 8a; b 2 C1(M); (5.5)á¯¥æ¨ «ì®¥ ª¢ â®¢ ¨¥ ª®â®à®© ¨ ¯à¨¢¥¤�¥â  á ª ã¨¢¥àá «ì®¬ã â¢¨áâãî-é¥¬ã í«¥¬¥âã.Ǒà®æ¥¤ãà  ¯®áâà®¥¨ï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¤«ï áª®¡ª¨ Ǒã áá®  (5.5) ª ª¨ ¯à¥¤ë¤ãé ï ª®áâàãªæ¨ï ®á®¢ë¢ ¥âáï   ¨¤¥ïå ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨. � ª ¨à ¥¥ ¬ë á«¥¤ã¥¬ áâ ¤ àâ®© áå¥¬¥. �®-¯¥à¢ëå, ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ \à áè¨à¥ãî" áá®æ¨ â¨¢ãî (® ¥ª®¬¬ãâ â¨¢ãî)  «£¥¡àã A, ª®â®à ï ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï  «-£¥¡àã äãªæ¨© C1(M) ¢ ª ç¥áâ¢¥ ª®¬¬ãâ â¨¢®© ¯®¤ «£¥¡àë. �®-¢â®àëå, ¬ë§ ¤ �¥¬ ãà ¢¥¨ï ª¢ â®¢®© à¥¤ãªæ¨¨, ¢ë¤¥«ïîé¨¥ ¢  «£¥¡à¥ A ¥ª®â®àãî (¥-ª®¬¬ãâ â¨¢ãî) ¯®¤ «£¥¡àã AD, ª®â®à ï, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®ª §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä-®©  «£¥¡à¥ äãªæ¨© C1(M) ª ª «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®. � ª®¥æ, ¥ª®¬¬ãâ -â¨¢®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥, ¨¤ãæ¨à®¢ ®¥ ¨§ A ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¢ëè¥ã¯®¬ïãâ®£® ¨§®-¬®àä¨§¬ , ®ª §ë¢ ¥âáï ¨áª®¬ë¬ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬.Ǒãáâì U(G) {  «£¥¡à  á ¥¤¨¨æ¥©, ¯®à®�¤�¥ ï í«¥¬¥â ¬¨ yi, ª®â®àë¥ ¢á¢®î ®ç¥à¥¤ì ¯®¤ç¨¥ë á«¥¤ãîé¨¬ ª®¬¬ãâ æ¨®ë¬ á®®â®è¥¨ï¬[yi; yj℄ = ~fkijyk � ~rij; (5.6)£¤¥ ~ { ä®à¬ «ìë© ¯ à ¬¥âà. 64



�«£¥¡à  A, ¨á¯®«ì§ã¥¬ ï ¢  è¥© ª®áâàãªæ¨¨, ï¢«ï¥âáï ¥ª®¬¬ãâ â¨¢®©, áá®æ¨ â¨¢®©  «£¥¡à®© £« ¤ª¨å äãªæ¨©   M á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ U(G). �ç¥-¢¨¤®, çâ®  «£¥¡à  ç¨á«®¢ëå äãªæ¨© C1(M)[[~℄℄ ¢«®�¥  ¢ A ª ª ª®¬¬ãâ -â¨¢ ï ¯®¤ «£¥¡à .�ë¡¨à ï ¡ §¨á á¨¬¬¥âà¨çëå ¬®®¬®¢ ¢ U(G), ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¢§ ¨¬®®¤-®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥�¤ã  «£¥¡à®© A ¨ «¨¥©ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ £« ¤ª¨åäãªæ¨©   M á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ä®à¬ «ìëå àï¤ å ¯® ª®¬¬ãâ¨àãîé¨¬ ¯¥à¥-¬¥ë¬ yi ¨ ~ â 2 A 7! a = 1Xk;m=0 ~kai1 ::: imk yi1 : : : yim ; (5.7)£¤¥ ª®íää¨æ¨¥âë¥ äãªæ¨¨ ai1 ::: imk 2 C1(M) á¨¬¬¥âà¨çë ¯® ¨¤¥ªá ¬ i1; : : : im.� ¤ «ì¥©è¥¬, ¬ë ¥£« á® ®â®�¤¥áâ¢«ï¥¬ í«¥¬¥âë  «£¥¡àë A á á®®â¢¥âáâ-¢ãîé¨¬¨ ¨¬ á¨¬¢®« ¬¨ ¨ ®¡®§ ç ¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨ ª®¬¬ãâ â®à á¨¬¢®«®¢ a ¨b ª ª a � b ¨ [a; b℄, á®®â¢¥âáâ¢¥®. �¢ ï ä®à¬ã«  ¤«ï �-¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á¨¬¢®«®¢a ¨ b ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤1(a � b)(y) = a(L̂)b(y) ; L̂i = �yj � ~2rjn ��yn�Rji � ��yk� ; (5.8)£¤¥ R(x) = 1Xm=0 bmm!�m(x) = �e�(x) � 1�(x) ��1 ; �ij(x) = ~xkf ikj ; (5.9)  bm ï¢«ïîâáï ç¨á« ¬¨ �¥àã««¨.�â®¡à �¥¨¥ á¨¬¢®«®¢ (5.7) ¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì ¥áâ¥áâ¢¥ãî ¯à®¥ªæ¨î �¨§ A ¢ C1(M)[[~℄℄ �(a) = ajy=0: (5.10)�¢¥¤�¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï  «£¥¡àë ADia = Xia+ 1~ [yi; a℄ ; [Di; Dj℄ = fkijDk; (5.11)Di(a � b) = (Dia) � b + a � (Di)b;¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®¤ «£¥¡àã AD D-¯®áâ®ïëå í«¥¬¥â®¢ A: Dia = 0.1�«ï ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®£® ®¯¨á ¨ï ®¯¥à â®à®£® ¨áç¨á«¥¨ï ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢¥©«¥¢áª®£® ¨á-ç¨á«¥¨ï    «£¥¡à å �¨ á¬. [91℄. 65



�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®�¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ª«îç¥¢ë¬ ¢ ¯®áâà®¥¨¨ ¨áª®¬®£® §¢�¥§¤®ç-ª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ïǑà¥¤«®�¥¨¥ 5.1.1 �î¡®© D-¯®áâ®ïë© í«¥¬¥â a 2 AD ®¤®§ ç® ®¯à¥-¤¥«ï¥âáï á¢®¥© ¯à®¥ªæ¨¥© �(a) 2 C1(M)[[~℄℄, ¨,  ®¡®à®â, ¯® «î¡®© äãªæ¨¨b 2 C1(M)[[~℄℄ ¬®�® ®¤®§ ç® ¢®ááâ ®¢¨âì í«¥¬¥â ~b 2 AD â ª®©, çâ®�(~b) = b�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒà¥¤áâ ¢¨¬ í«¥¬¥â a ¢ ¢¨¤¥ àï¤  a =P1n=0 a(n) ¨§ ¬®®-¬®¢ ¯® ¯¥à¥¬¥ë¬ y, a(n) = ai1;:::;in(n) yi1 � � �yin :�®£¤  ãà ¢¥¨¥ Dia = 0 ¯à¨¬¥â ¢¨¤�a(n+1)�yj = rji�Xia(n) + ykfkim�a(n)�ym � ; (5.12)¨«¨ �ia(n+1) = Via(n) ; (5.13)£¤¥ �i = rij ��yj ; Vi = Xi + ykfkij ��yj : (5.14)�á«®¢¨ï á®£« á®¢ ®áâ¨ ¤«ï ãà ¢¥¨© (5.13) ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤�i(Vja(n))� �j(Via(n)) = 0: (5.15)�®ª �¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ãâ¢¥à�¤¥¨¥ ¯® ¨¤ãªæ¨¨. �«ï n = 0 ãà ¢¥¨ï (5.13),®ç¥¢¨¤®, á®£« á®¢ ë ¨ ¬ë ¨¬¥¥¬a(1) = yirijXja(0) ; a(0) 2 C1(M)[[~℄℄ : (5.16)Ǒà¥¤¯®«®�¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¬ë ¬®�¥¬  ©â¨ ¢á¥ a(k) á k = 1; 2; :::; n. �®£¤ ãà ¢¥¨ï   a(n+1) á®£« á®¢ ë ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¢ë¯®«¥® (5:15).�á¯®«ì§ãï â®�¤¥áâ¢ [�i; Vj℄a� [�j; Vi℄a = fkij�ka ; 8 a 2 A; [Vi; Vj℄ = fkijVk ; (5.17)¬ë ¬®�¥¬ ¯¥à¥¯¨á âì�i(Vja(n))� �j(Via(n)) = fkij�ka(n) � (Vi�j � Vj�i)a(n): (5.18)66



Ǒ®áª®«ìªã �ia(n) = Via(n�1), â®fkij�ka(n) � [Vi; Vj℄a(n�1) = fkij(�ka(n) � Vka(n�1)) = 0 : (5.19)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤«®�¥¨¥ ¤®ª § ®.� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áãé¥áâ¢®¢ -¨ï D-¯®áâ®ï®£® í«¥¬¥â  ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ a 2 C1(M)[[~℄℄ ï¢«ï¥âáï ª®-áâàãªâ¨¢ë¬,   ¨¬¥®, ¬®®¬ë a(n), ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¯®¤ê�¥¬ äãªæ¨¨ a, ¬®�® å®¤¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¯à¨ ¯®¬®é¨ á«¥¤ãîé¥© à¥ªãàà¥â®© ä®à¬ã«ëa(n+1)(y) = Z 10 yjrji�Xia(n)(ty) + ykfkim�a(n)(ty)�yj � dt: (5.20)� ª,  ¯à¨¬¥à, á â®ç®áâìî ¤® ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ¯® y ¯®¤ê�¥¬ äãªæ¨¨ a 2C1(M) ¨¬¥¥â ¢¨¤~a = a+ yiXia + 12(yiyjXiXja� yjyif jinXna) + � � � ; (5.21)yi = yjrji ; X i = Xjrji :� ª¨¬ ®¡à §®¬, �-¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢A ¨¤ãæ¨àã¥â  áá®æ¨ â¨¢®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®-¨§¢¥¤¥¨¥   ¬®£®®¡à §¨¨M: a � b = �(~a � ~b) ; (5.22)£¤¥ ~a ®¡®§ ç ¥â ¯®¤ê�¥¬ a 2 C1(M)[[~℄℄.Ǒ®áª®«ìªã ¯à®æ¥¤ãà  ¯®¤ê�¥¬  (5.20) ¥ ¬¥ï¥â ¯®áâ®ïë¥ äãªæ¨¨, â® äãª-æ¨ï f � 1 ï¢«ï¥âáï ¥¤¨¨æ¥© ¢  «£¥¡à¥ (C1(M)[[~℄℄; �)a � 1 = 1 � a = a 8a 2 C1(M)[[~℄℄ : (5.23)�ëç¨á«¥¨¥ (5.22) á â®ç®áâìî ¤® ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¯® ~a � b = ab+ ~2fa; bg mod ~2; a; b 2 C1(M) (5.24)¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯®«ãç¥®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ª¢ §¨-ª« áá¨-ç¥áª®£® ¯à¥¤¥« , ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (5.22) ï¢«ï¥âáï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¤«ïáª®¡ª¨ Ǒã áá®  (5.5).� ¬¥â¨¬, çâ® ¡« £®¤ àï á¯¥æ¨ «ì®© áâàãªâãà¥ D-¯®áâ®ïëå í«¥¬¥â®¢ (5.20)§¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ (5.22) ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ® ¢ á«¥¤ãîé¥© ä®à¬¥67



a � b = ab+ 1Xn;m;k=1~nF i1:::imj j1:::jkn (Xi1 : : :Xima)(Xj1 : : :Xjkb); a; b 2 C1(M);(5.25)£¤¥ F i1:::imj j1:::jkn { ¯®áâ®ïë¥ â¥§®àë, ¯® ®â¤¥«ì®áâ¨ á¨¬¬¥âà¨çë¥ ¯® ¨¤¥ª-á ¬ i1 : : : im ¨ j1 : : : jk,   Xi ¤¥©áâ¢ãîâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ª ª ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥®¯¥à â®àë ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ã«  (5.25) ®ª §ë¢ ¥âáï ã¨¢¥àá «ì®© ¢ ¢ëè¥ã¯®¬ïã-â®¬ á¬ëá«¥, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯à¥¤¥«ï¥â ã¨¢¥àá «ìë© â¢¨áâãîé¨© í«¥¬¥âF 2 U(G)
 U(G)[[~℄℄F = I 
 I + 1Xn;m;k=1~nF i1:::imj j1:::jkn ei1 : : : eim 
 ej1 : : : ejk ; (5.26)ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬((�
 I)F ) (F 
 I) = ((I 
�)F ) (I 
 F ) ;("
 I)F = (I 
 ")F = I ; (5.27)F = I 
 I + ~2 rijei 
 ej mod (~2) : (5.28)£¤¥ I { ¥¤¨¨çë© í«¥¬¥â ¢ U(G), a � ¨ " ®¡®§ ç îâ áâ ¤ àâ®¥ ª®ã¬®�¥¨¥¨ áâ ¤ àâãî ª®¥¤¨¨æã ¢ U(G) á®®â¢¥âáâ¢¥®�ei = ei 
 I + I 
 ei; �I = I;"ei = 0; "I = 1: (5.29)Ǒ¥à¢ë¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï (5.27) íª¢¨¢ «¥âë ãá«®¢¨î  áá®æ¨ â¨¢®áâ¨ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï (5.25) ¨ ãá«®¢¨î (5.23), ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ãà ¢¥¨¥ (5.28) ¯®¯à®áâã¢ëà � ¥â ãá«®¢¨¥ ª¢ §¨-ª« áá¨ç¥áª®£® ¯à¥¤¥«  (5.24).� ª ã¯®¬¨ «®áì ¢® ¢¢¥¤¥¨¥, § ¤ ¨¥ â¢¨áâãîé¥£® í«¥¬¥â , à¥è ¥â ¯à®-¡«¥¬ã ª¢ â®¢ ¨ï ¡¨ «£¥¡àë �¨, § ¤ ®© âà¥ã£®«ì®© r-¬ âà¨æ¥© r = rijei^ej¢ á¬ëá«¥ â¥®à¨¨ ª¢ â®¢ëå £àã¯¯ [70℄, [74℄.�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ ¯à¨¢¥¤�¥®© ª®áâàãªæ¨¨ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬ë ¬®£«¨ ¡ë ¨á¯®«ì§®¢ âì ä®à¬ «ìë© àï¤Cij = rij + ~(1)ij + ~2(2)ij + : : :68



á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ 2-ª®æ¨ª« å  «£¥¡àë G ¢¬¥áâ® rij, ®¯à¥¤¥«ïï æ¥âà «ì®¥ à á-è¨à¥¨¥ (5.6).� à¥§ã«ìâ â¥ ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ¡ë ¤àã£®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢¨¤  (5.25)¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤àã£®© â¢¨áâãîé¨© í«¥¬¥â, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© â®© �¥ á ¬®©ª« áá¨ç¥áª®© r-¬ âà¨æ¥. � á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ¤ ¤¨¬ ¯à®áâ®¥ ¤®ª § -â¥«ìáâ¢® ¥®¡å®¤¨¬®£® ¨ ¤®áâ â®ç®£® ãá«®¢¨ï â®£®, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ §¢�¥§-¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï (â¢¨áâãîé¨¥ í«¥¬¥âë) ï¢«ïîâáï íª¢¨¢ «¥âë¬¨.5.2 �¥®à¥¬  �ª¢¨¢ «¥â®áâ¨�«¥¤ãï �à¨ä¥«ì¤ã [70℄, ¤¢  §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï � ¨ �0 ¢¨¤  (5.25) ®¯à¥-¤¥«ïîâ íª¢¨¢ «¥âë¥ â¢¨áâãîé¨¥ í«¥¬¥âë, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â «¨¥©ë© ®¯¥à -â®à P : C1(M)[[~℄℄ 7! C1(M)[[~℄℄; (5.30)á¯«¥â îé¨© íâ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ïP (a � b) = Pa �0 Pb: (5.31)Ǒà¨ íâ®¬ ®¯¥à â®à P ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ä®à¬ «ìë© àï¤ ¯® ~P = Id+ ~P1 + ~2P2 + : : : ; (5.32)£¤¥ P1; P2; : : : ï¢«ïîâáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨ á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ Pm =Xk P i1;:::;ikm Xi1 : : :Xik ; P i1;:::;ikm 2 C; (5.33)¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï Xi ¤¥©áâ¢ãîâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ª ª ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ®¯¥à -â®àë ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª ,   ª®íää¨æ¨¥âë P i1;:::;ikm ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ¯®¨¤¥ªá ¬ i1; : : : ; ik.� à ¡®â¥ �à¨ä¥«ì¤  [70℄ ¡ë«  áä®à¬ã«¨à®¢   â¥®à¥¬  ® â®¬, çâ® ¥íª¢¨-¢ «¥âë¥ â¢¨áâãîé¨¥ í«¥¬¥âë ª« áá¨ä¨æ¨àãîâáï ä®à¬ «ìë¬¨ àï¤ ¬¨ ¯®~ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢® ¢â®àëå ª®£®¬®«®£¨ïå  «£¥¡àë �¨. �¤ ª® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®íâ®© â¥®à¥¬ë ¥ ¡ë«® ¯à¨¢¥¤¥® ¨ ¢ à ¡®â¥ [70℄, ¨ ¢ ®¤®© ¨§ ¯®á«¥¤ãîé¨åà ¡®â. �¤¥áì ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬ ¯à®áâ®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª« áá¨ä¨ª æ¨®®© â¥®à¥¬ë¤«ï â¢¨áâãîé¨å í«¥¬¥â®¢, ¯®«ãç¥ëå ¢ à ¬ª å  è¥© ¯à®æ¥¤ãàë.69



�¥®à¥¬  5.2.1 (�à¨ä¥«ì¤ [70℄) �¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï � ¨ �0 ¢¨¤  (5.25),á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®æ¨ª« ¬ C ¨ C 0, § ¤ îâ íª¢¨¢ «¥âë¥ â¢¨áâãîé¨¥ í«¥-¬¥âë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ � C = C 0 mod ~;� ª®æ¨ª« C � C 0 âà¨¢¨ «¥.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢ëè¥ã¯®¬ïãâëå ãá«®¢¨© ¤®ª §ë¢ ¥âáï áâ -¤ àâë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ ¤¥ä®à¬ æ¨®®£® ª¢ â®¢ ¨ï, ®á®¢ ë¬¨   à áá¬®âà¥-¨¨ ª®£®¬®«®£¨© �®åè¨«ì¤ . Ǒ®íâ®¬ã ¬ë ®¯ãáâ¨¬ íâã ç áâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨¯¥à¥©¤�¥¬ ª ¤®áâ â®ç®áâ¨.� á¨«ã ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë ¬ë ¨¬¥¥¬ âà¨¢¨ «ìë© ª®æ¨ª«C 0ij � Cij = fkij�k; (5.34)£¤¥ �i { ä®à¬ «ìë© àï¤ ¯® ~�i = ~�(1)i + ~2�(2)i + : : : : (5.35)�®£¤   «£¥¡àë C1(M)
U(GC) ¨ C1(M)
U(GC0) ¨§®¬®àäë ¨ ¨§®¬®àä¨§¬¨§ ¯¥à¢®©  «£¥¡àë ¢® ¢â®àãî ¬®�® § ¤ âì   £¥¥à â®à å á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬yi 7! �yi = yi � �: (5.36)�«ï  è¨å æ¥«¥© ®ª §ë¢ ¥âáï ¡®«¥¥ ã¤®¡® ®¯à¥¤¥«¨âì ®â®¡à �¥¨¥ (5.36)  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¨¬¢®« å. Ǒ®áª®«ìªã � ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ¨àãîé¥© ¯¥à¥¬¥®©,®â®¡à �¥¨¥ (5.36) ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ® ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥Qa(~; y) = a(~; y � �): (5.37)�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® Q ¯¥à¥¢®¤¨â DC-¯®áâ®ïë¥ í«¥¬¥âë ¢ í«¥¬¥âë, ª®â®àë¥¯®áâ®ïë ®â®á¨â¥«ì® DC0, £¤¥ DCi ®§ ç ¥âDCi = Xi + 1~ [yi; � ℄C; (5.38)  [a; b℄C = a �C b� b �C a:70



�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ ~a { ¯®¤ê�¥¬ äãªæ¨¨ a ¯® ®â®è¥¨î ª ¤¨ää¥à¥æ¨à®-¢ ¨ï¬ (5.38), â® Q~a ï¢«ï¥âáï ¯®¤ê�¥¬®¬ â®© �¥ äãªæ¨¨, ® ¯® ®â®è¥¨î ªDC0i , ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¯¥à â®à Pa = �Q~a (5.39)á¯«¥â ¥â §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï � ¨ �0 (5.31).� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  ¤®ª §  .� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¥¤êï¢«¥ ï â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï ¥¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬   «®£®¬ª« áá¨ä¨ª æ¨®®£® ãâ¢¥à�¤¥¨ï, á¤¥« ®£® ¢ à ¡®â¥ Ǒ. �ã [76℄.5.3 �¢ â®¢ ¨¥ ¯à®áâ¥©è¥© ¥ ¡¥«¥¢®©  «£¥¡àë�¨.Ǒà®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ äà®¡¥¨ãá®¢®©  «£¥¡àë �¨ ï¢«ï¥âáï ¤¢ã¬¥à ï ¡®à¥-«¥¢   «£¥¡à  B á® á«¥¤ãîé¥© áª®¡ª®© �¨[H;E℄ = E : (5.40)�®¯à¨á®¥¤¨�¥®¥ ¤¥©áâ¢¨¥  «£¥¡àë B   ¤ã «ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ B� á£¥¥à¨à®-¢ ® ¯ à®© «¨¥©ëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©2H = y�y ; E = y�x ; (5.41)£¤¥ (x; y) { ¤¥ª àâ®¢ë ª®®à¤¨ âë   B� � R2.�¥ªâ®àë¥ ¯®«ï (5.41) ®¯à¥¤¥«ïîâ ª¢ ¤à â¨çãî áª®¡ªã   R2! = E ^H = y2�x ^ �y : (5.42)� ¯à¨æ¨¯¥, ¤  ï áª®¡ª  ¬®�¥â ¡ëâì ¯à®ª¢ â®¢   á ¯®¬®éìî ¯à¥¤«®�¥®© ¬¨ ¨â¥à æ¨®®© ¯à®æ¥¤ãà®©. �¤ ª®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¡®«¥¥ ¯à®á-â®© ¯ãâì ¯®«ãç¥¨ï §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨ï âà¥¡ã¥¬®£® ¢¨¤  (5.25). � ¨¬¥®,§ ¬¥â¨¬, çâ® ¢ëè¥ã¯®¬ïãâë© ¯ã áá®®¢ ¡¨¢¥ªâ®à (5.42) ¬®�¥â ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ¢ ¢¨¤¥ ¢¥è¥£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï á«¥¤ãîé¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥©:2�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯à®áâà áâ¢® B� ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¨§êîªâ®¥ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¤¢ãåª®¯à¨á®¥¤¨�¥ëå ®à¡¨â à §¬¥à®áâ¥© 0 ¨ 2. Ǒ¥à¢ ï ¨§ ®à¡¨â á®áâ®¨â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®© â®çª¨{  ç «  ª®®à¤¨ â 0 2 B�,   ¢â®à ï ãáâà®¥  ª ª B��f0g � S1�R1. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ®âªàëâ®©ª®¯à¨á®¥¤¨�¥®© ®à¡¨âë ï¢«ï¥âáï ®¡é¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ¤«ï ¢á¥å äà®¡¥¨ãá®¢ëå  «£¥¡à �¨ [71℄.71



X = �x ; Y = y2�y ; (5.43)â ª çâ® ! = X ^ Y ; [X; Y ℄ = 0 :Ǒ®áª®«ìªã ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï (5.43) ª®¬¬ãâ¨àãîâ, áª®¡ª  Ǒã áá®  (5.42) ¬®�¥â¡ëâì ¯à®ª¢ â®¢   ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¯à®áâ®£®   «®£  ä®à¬ã«ë �¥©«ï-�®©ï« f � g = 1Xn=0 � i~2 �n 1n! (Xnf)(Y ng): (5.44)� ¤àã£®© áâ®à®ë «¥£ª® ¤®ª § âì ¯® ¨¤ãªæ¨¨, çâ®(y2�)n = yn n�1Yk=0(y�y + k): (5.45)�á¯®«ì§ãï ¤ ®¥ â®�¤¥áâ¢®, ¬ë ¬®�¥¬ ¯¥à¥¯¨á âì §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥(5.44) ¢ â¥à¬¨ å ¨áå®¤ëå (¥ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å) ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© (5.41)f � g = 1Xn=0 � i~2 �n 1n! (Enf)(H(n)g) ; (5.46)£¤¥ ¬ë ®¯à¥¤¥«¨«¨ H(n) = H(H + 1) � � � (H + n� 1) :�ëà �¥¨¥ (5.46) ®¯à¥¤¥«ï¥â  áá®æ¨ â¨¢®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤«ï «î-¡®© ¯ àë ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© E ¨ H, à¥ «¨§ãîé¨å á®®â®è¥¨ï ¡®à¥«¥¢®©  «£¥¡àë(5.40) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, § ¤ �¥â ¨áª®¬ë© â¢¨áâãîé¨© í«¥¬¥â (5.26). Ǒ®á«¥¤¥¥«¥£ª® ¢¨¤¥âì ¨§ á«¥¤ãîé¥© æ¥¯®çª¨ à ááã�¤¥¨©. �¥ªâ®àë¥ ¯®«ï (5.41) ¨¤ã-æ¨àãîâ á¯¥æ¨ «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ � : U(B)! D(R2) ã¨¢¥àá «ì®© ®¡¥àâë¢ -îé¥© U(B) ¢  «£¥¡à¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ®¯¥à â®à®¢   ¯«®áª®áâ¨ D(R2). Ǒ®-áª®«ìªã E ¨ H «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¢ ®¡é¥© â®çª¥, â® íâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ â®ç®,â® ¥áâì ker � = 0 3. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ª ª¨å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨åá®®â®è¥¨© ¬¥�¤ã ®¯¥à â®à ¬¨ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  E ¨ H ªà®¬¥ á®®â®è¥¨ï(5.40) ¨ ¥£® á«¥¤áâ¢¨©. � ª¨¬ ®¡à §®¬,  áá®æ¨ â¨¢®áâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï «î¡®£®¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï � : B ! Vet(R2).� ¬¥â¨¬, çâ® ¢¯¥à¢ë¥ ã¨¢¥àá «ìë© â¢¨áâãîé¨© í«¥¬¥â (5.46) ¤«ï ¡®à¥-«¥¢®©  «£¥¡àë (5.40) ¡ë« ¯®«ãç¥ ¢ à ¡®â¥ [92℄.3�ç¥¢¨¤®, çâ® íâ® á¢®©áâ¢® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¤ã «ì®£® ¯à®áâà áâ¢  «î¡®© äà®¡¥¨ãá®¢®© «£¥¡àë �¨ ¢ á¨«ã áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®-®à¡¨âë ¬ ªá¨¬ «ì®© à §¬¥à®áâ¨.72



�®à¬ã«  (5.46) ¯®§¢®«ï¥â ¯à®ª¢ â®¢ âì ¨â¥à¥áë© ª« áá â ª  §ë¢ ¥¬ëåª¢ §¨-®¤®à®¤ëå áª®¡®ª   R2.�î¡ ï áª®¡ª    ¯«®áª®áâ¨ § ¤ �¥âáï ¥¤¨áâ¢¥®© äãªæ¨¥© f! = f(x; y)�x ^ �y: (5.47)�   §ë¢ ¥âáï ª¢ §¨-®¤®à®¤®© áª®¡ª®© ¢¥á  � ¯à¨ â®¬, çâ® ¢¥á  ¯® x ¨ yà ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥® � ¨ �, ¥á«¨ § ¤ îé ï ¥�¥ äãªæ¨ï f ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬¢¥ªâ®à®¬ ¤«ï ®¯¥à â®à  �©«¥à  v = �x�x + �y�y á á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ �,vf = �f : (5.48)� ¤ «ì¥©è¥¬, ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® � 6= 0.�á«¨ ¢¢¥áâ¨ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ uu = �xf�y � �yf�x; (5.49)â® «¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ! = v ^ u� ; [v; u℄ = (�� �� �)u: (5.50)�á«¨ � + � = �, â® ¡¨¢¥ªâ®à (5.47) ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ¢¥è¥£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ïª®¬¬ãâ¨àãîé¨å ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© u ¨ v, ¨ ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ � + � 6= �,¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï u ¨ v ®¡à §ãîâ (¯®á«¥ ®ç¥¢¨¤®£® ¯¥à¥®¯à¥¤¥«¥¨ï) ¡®à¥«¥¢ã «£¥¡àã (5.40). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢áïª ï ª¢ §¨-®¤®à®¤ ï áª®¡ª  Ǒã áá®  ¬®�¥â¡ëâì ¯à®ª¢ â®¢   ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ á ¯®¬®éì ä®à¬ã«ë (5.44) ¨«¨ (5.46).� ¯à¨¬¥à, ¯ãáâì (m;n; k; l) { æ¥«ë¥ ç¨á« , â®£¤  äãªæ¨ïf = xmyn + xkyl (5.51)§ ¤ �¥â ª¢ §¨-®¤®à®¤ãî áª®¡ªã ¢¥á  � = nk � lm á � = n � l ¨ � = k � m.�  ®¡®à®â, ¥á«¨ § ¤ ë æ¥«ë¥ ¢¥á  �; �; �, â® á ¬ ï ®¡é ï,   «¨â¨ç¥áª ï ¢ã«¥, äãªæ¨ï f , ®¯à¥¤¥«ïîé ï ª¢ §¨-®¤®à®¤ãî áª®¡ªã á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨¢¥á ¬¨, ¨¬¥¥â ¢¨¤ f(x; y) =Xk akxnkymk ; (5.52)£¤¥ ak { ¯à®¨§¢®«ìë¥ ª®áâ âë,   áã¬¬¨à®¢ ¨¥ ¢¥¤�¥âáï ¯® ¢á¥¬ ¥®âà¨æ â¥«ì-ë¬ æ¥«ë¬ à¥è¥¨ï¬ (nk; mk) «¨¥©®£® �¨®ä â®¢  ãà ¢¥¨ï73



�n+ �m = � : (5.53)� § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£® ª ª¨¥ ¢ë¡à ë ç¨á«  �, � ¨ � ¤ ®¥ ãà ¢¥¨¥ ¬®�¥â¨¬¥âì ª®¥ç®¥ ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à¥è¥¨©, ¨«¨ ¢®®¡é¥ ¥ ¨¬¥âì ¨ ®¤®£®à¥è¥¨ï.� ª«îç¥¨¥.� ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯®«ãç¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ®á®¢ë¥ à¥§ã«ìâ âë.� � §à ¡®â  ¬¥â®¤ ¢ëç¨á«¥¨ï ª« áá¨ç¥áª¨å r-¬ âà¨æ ¤«ï ¨â¥£à¨àã¥¬ëåá¨áâ¥¬, ¯®«ãç¥ëå ¢ à ¬ª å £ ¬¨«ìâ®®¢®© à¥¤ãªæ¨¨. Ǒ®ª § ®, çâ® ¯à¥¤-«®�¥ë© ¬¥â®¤ ¢®á¯à®¨§¢®¤¨â ¨§¢¥áâãî ª« áá¨ç¥áªãî r-¬ âà¨æã í««¨¯-â¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë � «®¤�¥à®-�®§¥à  á® á¯¨®¬.� Ǒà¥¤«®�¥ ¯à¨¬¥à ¨â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë, ¯®«ãç¥®© ¯ãâ�¥¬ £ ¬¨«ìâ®®-¢®© à¥¤ãªæ¨¨ ¯® ¤¥©áâ¢¨î ¥«¨¥¢ëå á¨¬¬¥âà¨©. Ǒ®ª § ®, çâ®, ¥á¬®âàï  ¡®«¥¥ á«®�ãî ¯à¨à®¤ã ª «¨¡à®¢®çëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå¢ ¯®áâà®¥¨¨ á¨áâ¥¬ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ãà ¢¥¨ï ¤¢¨�¥¨ï à¥è îâáï ¬¥-â®¤®¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï.� Ǒ®áâà®¥  ï¢® ª®¢ à¨ â ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¢¨ª®¢áª®£®á¨¬¢®«    á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ ¢ à ¬ª å ¬¥â®¤  �¥¤®á®¢ . �¯¨-á   £¥®¬¥âà¨ï á¨¬¯«¥ªâ¨ç¥áª¨å ¬®£®®¡à §¨©, ¤®¯ãáª îé¨å ª®áâàãª-æ¨î ¢¨ª®¢áª®£® á¨¬¢®«  ¨ ¤®ª §   â¥®à¥¬  ¨¤¥â¨ä¨ª æ¨¨ â ª¨å ¬®£®-®¡à §¨©, ®¡®¡é îé ï ¨§¢¥áâãî â¥®à¥¬ã �ìî«¥¤¥à -�¨à¥¡¥à£  ®¡ ¨¤¥-â¨ä¨ª æ¨¨ ª®¬¯«¥ªáëå ¬®£®®¡à §¨©.� Ǒà¥¤«®�¥  ª®áâàãªæ¨ï «®ª «ì®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢¨-ª®¢áª®£® ¨ ¢¥©«¥¢áª®£® §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥¨©. � ©¤¥  2-ä®à¬ , ¯à¥¤-áâ ¢«ïîé ï ª®£®¬®«®£¨ç¥áª¨© ª« áá, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ªáãé¥áâ¢®¢ ¨î £«®¡ «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. � ç áâ®¬ á«ãç ¥ ªí«¥à®¢ ¬®£®®¡à §¨ï ¯®ª § ®, çâ® ¢¨ª®¢áª®¥ ¨ ¢¥©«¥¢áª®¥ §¢�¥§¤®çª -¯à®¨§¢¥¤¥-¨ï £«®¡ «ì® íª¢¨¢ «¥âë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ªí«¥à®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ ï¢«ï¥âáï ¬®£®®¡à §¨¥¬ � « ¡¨-�ã.74



� Ǒà¥¤«®�¥  ¯à®áâ ï ¨â¥à æ¨® ï ¯à®æ¥¤ãà  ¤¥ä®à¬ æ¨®®£® ª¢ â®¢ -¨ï ¥ª®â®à®£® ª« áá  ¥à¥£ã«ïàëå áª®¡®ª Ǒã áá® ,  áá®æ¨¨à®¢ ëåá ¯®áâ®ïë¬¨ à¥è¥¨ï¬¨ ª« áá¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï �£ -� ªáâ¥à . Ǒ®ª -§ ®, çâ® ¯à¥¤«®�¥ ï ¯à®æ¥¤ãà  ¯®§¢®«ï¥â ¯à®ª¢ â®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìãîâà¥ã£®«ìãî ¡¨ «£¥¡àã �¨.�¥§ã«ìâ âë, ¯à¥¤áâ ¢«¥ë¥ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨, ®¯ã¡«¨ª®¢ ë ¢ à ¡®â å [24℄, [25℄,[26℄, [27℄, [93℄, [94℄, [95℄, [96℄. �¨ ¤®ª« ¤ë¢ «¨áì   á«¥¤ãîé¨å ¬¥�¤ã à®¤ëåª®ä¥à¥æ¨ïå:1. �¥�¤ã à®¤ ï ª®ä¥à¥æ¨ï \�¢ â®¢ ¨¥, � «¨¡à®¢®ç ï �¥®à¨ï ¨ �âàã-ë", ¯®á¢ïé�¥ ï ¯ ¬ïâ¨  ª ¤¥¬¨ª  �.�. �à ¤ª¨  (�®áª¢ , 5-10 ¨îï2000 £.)2. �¥�¤ã à®¤ ï ª®ä¥à¥æ¨ï \�ã¯¥àá¨¬¬¥âà¨ï, �¢ â®¢ ï �¥®à¨ï Ǒ®«ï",¯®á¢ïé�¥ ï ¯ ¬ïâ¨ ¯à®ä¥áá®à  �.�. �®«ª®¢  (� àìª®¢, 25-29 ¨î«ï 2000 £.)3. �¥�¤ã à®¤ ï ª®ä¥à¥æ¨ï \�®¢ë¥ ¤®áâ¨�¥¨ï ¢ �¥®à¨ïå �ã¤ ¬¥-â «ìëå �§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨©" (Ǒ®«ìè , � à¯ ç, 6-15 ä¥¢à «ï 2001 £.)4. �¥�¤ã à®¤ ï ª®ä¥à¥æ¨ï \�¢ â®¢ë¥ �àã¯¯ë ¨ �â¥£à¨àã¥¬ë¥ �¨á-â¥¬ë" (�¥å¨ï, Ǒà £ , 20-22 ¨îï 2002 £.)Ǒ®¬¨¬® íâ®£®, à¥§ã«ìâ âë  áâ®ïé¥© à ¡®âë ¤®ª« ¤ë¢ « áì   á¥¬¨ à¥ �â-¤¥«  â¥®à¥â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ¨¬. �.�.� ¬¬  �¨§¨ç¥áª®£® ¨áâ¨âãâ  ��� ¨¬¥¨Ǒ.�. �¥¡¥¤¥¢ ,   â ª�¥   á¥¬¨ à å � ¡®à â®à¨© â¥®à¥â¨ç¥áª®© ¨ ¬ â¥¬ â¨-ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ �®áã¤ àáâ¢¥®£®  ãç®£® æ¥âà  �áâ¨âãâ  â¥®à¥â¨ç¥áª®© ¨íªá¯¥à¨¬¥â «ì®© ä¨§¨ª¨.� § ª«îç¥¨¥, ï ¢ëà � î ¨áªà¥îî ¡« £®¤ à®áâì á¢®¨¬ àãª®¢®¤¨â¥«ï¬¤®ªâ®à ¬ ä¨§¨ª®-¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å  ãª �.Ǒ. �á ¥¢ã ¨ �.�. �ïå®¢¨çã §  ¢á¥áâ®-à®îî ¯®¤¤¥à�ªã ¨ ¯®¬®éì ¢ à ¡®â¥.� ¡« £®¤ à¥ á¢®¨¬ ¯¥à¢ë¬ ãç¨â¥«ï¬ â®¬áª®© èª®«ë â¥®à¥â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨�.�. � £à®¢ã, �.�. �®à¤®¢¨æëã, �.�. �ãå¡¨¤¥àã, �.�. �  «î, �.�. �®à¡ã®¢ã,�.�. � à ¢ ¥¢ã, �.�. � à â ¥¢®©, �.�. �¨á¨æëã, �.�. �î¡®¢¨æª®¬ã, �.�. Ǒ¥à-è¨ã, �.�. � ¬á®®¢ã, �.�. �¨¡¨àïª®¢ã, �.�. �¥à¯ã£®¢®©, �.�. �à¨ä®®¢ã, �.�.� ¯®¢ «®¢ã, �.�. � à ¯®¢ã ¨ �.�. �¥åâ¥àã.75



� ¢ëà � î ¡« £®¤ à®áâì �. �à ¤¥ã, �.�. �®â®¢ã §  ¯«®¤®â¢®à®¥  ãç®¥á®âàã¤¨ç¥áâ¢® ¯® â¥¬¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨,   â ª�¥ ®á®¡ãî ¡« £®¤ à®áâì �.�. �«ì-è ¥æª®¬ã ¨ �.�. � à ¯®¢ã, ª®â®àë¥ ¢ à §®¥ ¢à¥¬ï ï¢«ï«¨áì ¬®¨¬¨  ãçë¬¨ áâ ¢¨ª ¬¨ ¨ ¯®áâ®ï® ®ª §ë¢ «¨ ®£à®¬®¥ ¢«¨ï¨¥   ªàã£ ¬®¨å  ãçëå¨â¥à¥á®¢.� ¡« £®¤ à¥ á®âàã¤¨ª ¬ �â¤¥«  â¥®à¥â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ¨¬. �.�.� ¬¬  �¨-§¨ç¥áª®£® ¨áâ¨âãâ  ��� ¨¬¥¨ Ǒ.�. �¥¡¥¤¥¢  �.�. � á¨«ì¥¢ã, �.�. �à¨£®àì-¥¢ã, �.�. � ©ª¨ã, �.�. �¥¬¨å â®¢ã, �.�. �®«®¢ì�¥¢ã, �.�. �¨¯ã¨ã �.�. �î-â¨ã ¨ �.�. � ©¡¥à£ã §  áâ¨¬ã«¨àãîé¨¥ ®¡áã�¤¥¨ï ¨ á®§¤ ¨¥ ¡« £®¯à¨ïâ-ëå ãá«®¢¨© à ¡®âë ¢® ¢à¥¬ï ¯à®å®�¤¥¨ï ¬®¥©  ãç®© áâ �¨à®¢ª¨ ¢ íâ®¬®â¤¥«¥ ¢ à ¬ª å �¥¤¥à «ì®© �¥«¥¢®© Ǒà®£à ¬¬ë \�â¥£à æ¨ï" ¢ ¯¥à¨®¤ áá¥âï¡àï ¯® ¤¥ª ¡àì 2000 £.� â ª�¥ ¡« £®¤ àî á®âàã¤¨ª®¢ � ¡®à â®à¨¨ â¥®à¥â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ¨¬. �®-£®«î¡®¢  ����,   â ª�¥ « ¡®à â®à¨© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨ â¥®à¥â¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨��� ���� �.�. �å¬¥¤®¢ , �.�. �« ¤¨¬¨à®¢ , �.�. �¥à á¨¬®¢ , �.�. �®à®¤¥-æ¥¢ , �.�. �®àáª®£®, �.�. � ¡à®¤¨ , �.�. �®â®¢ , �.�. �¥¢¨ , �.�. �®ªâ¥¢ ,�.�. �®á¥¢ , �.�. �¨à®®¢ , �.�. �®à®§®¢ , �.�. �¡«¥§¨ , �.�. Ǒ ªã«ïª ,Ǒ.�. Ǒïâ®¢ , �.�. �®á«®£®, �.�. � à ©ª¨  �.�. �¥«¨¢ ®¢ , �.�. � « « ¥¢ ,�.�. �îà¨ , �.�. �ãàá ¥¢ , �.�. � àç�¥¢  ¨ �.�. �®à®èª¨ , �.�. �¥à¢®¢ ,�.�. �¥àïª®¢ , �.�. � ¡ â  ¨ �.�. � àë£¨  §  áâ¨¬ã«¨àãîé¨¥ ®¡áã�¤¥¨ï¨ á®§¤ ¨¥ ¡« £®¯à¨ïâëå ãá«®¢¨© ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï à ¡®âë. � ¡« £®¤ àî �.�.�ãá«®¢ã §  â¥å¨ç¥áªãî ¯®¬®éì ¢ ¯®¤£®â®¢ª¥ â¥ªáâ  ¤¨áá¥àâ æ¨¨.�¨áá¥àâ æ¨ï ¢ë¯®«¥  ¢ �¡ê¥¤¨�¥®¬ �áâ¨âãâ¥ �¤¥àëå �áá«¥¤®¢ ¨ï¨, ç áâ¨ç®, ¢ �®áã¤ àáâ¢¥®¬  ãç®¬ æ¥âà¥ �áâ¨âãâ¥ â¥®à¥â¨ç¥áª®© ¨ íªá-¯¥à¨¬¥â «ì®© ä¨§¨ª¨. �  ï à ¡®â  ¡ë«  ¯®¤¤¥à�   �®áá¨©áª¨¬ �®¤®¬�ã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© 00-02-17956, £à â®¬ ���� ¯®¤¤¥à�ª¨ ¬®«®-¤ëå ãç¥ëå, áâã¤¥â®¢ ¨  á¯¨à â®¢ 01-02-06418, £à â®¬ ¯®¤¤¥à�ª¨  ãçëåèª®« 00-15-96557 ¨ £à â ¬¨ INTAS 00-262 ¨ 00-561.
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