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儿童早期代数思维的渗透与培养
———中美小学数学教学比较研究

陈　静

（江苏省南京市教师培训中心，２１００２４）

摘　要：早期代数思维 的 渗 透 与 培 养，并 不 是 要 让 学 生 提 前 学

习代数符号或表达式，而 是 初 步 感 受 代 数 的 核 心 思 想，为 以 后 转 换

到代数学习做好准备。这对于很多教师来说，还是一个比较陌生的

内容，可能是因为自身专 业 素 养 的 缺 失，以 及 对 后 续 教 材 编 排 体 系

缺少了解，也可能是因为 教 材 中 没 有 明 确 的 代 数 形 式 出 现，通 过 哪

些合适的教学 内 容 提 前 渗 透 也 是 一 个 难 题。对 此，不 妨 从 互 逆 运

算、相等关系、多元表征等内容着手研究。

关键词：早期代数思维　互逆运算　相等关系　多元表征

　　２０１６年，我 和 几 位 教 师 加 入 了 由 美 国 国

家自然科 学 基 金 会 资 助 的 一 个 五 年（２０１４～

２０１９）数学教育科研项 目“小 学 教 学 中 的 代 数

教学知识：国际比较 研 究”。该 项 目 负 责 人 为

美国天普 大 学 数 学 教 育 副 教 授 丁 美 霞 博 士，

中方协调人为南京师范 大 学 教 师 教 育 学 院 马

复教授，参 与 研 究 的 教 师 均 为 中 美 两 国 专 家

型教师（教 龄１０年 以 上、有 获 市 级 或 以 上 教

学奖经历 的 熟 手 教 师）。项 目 研 究 选 择 了 中

美小学数学课堂（１～４年级）中与代数知识相

关的 教 学 内 容，用 问 卷 调 查、访 谈、录 像 课 等

形式进行比 较 研 究，期 望 从 中 获 取 帮 助 学 生

顺利完成由算术到代数过渡的有效经验。

项目研究的现实背 景，一 是 美 国“大 众 代

数”（Ａｌｇｅｂｒａ　ｆｏｒ　ａｌｌ）、“早 期 代 数”（Ｅａｒｌｙ

Ａｌｇｅｂｒａ）等理 念 的 提 出；二 是 中 国 学 生 的 数

学学习尤 其 是 代 数 领 域 的 成 绩 领 先 于 美 国，

让美国教育者把目光 投 向 中 国 小 学 数 学 教 育

领域，希望 通 过 中 美 小 学 数 学 教 育 的 比 较 研

究，关注“早期代数”教 学，从 而 带 动 美 国 数 学

课堂的改变。而对于 中 国 教 师 来 说，“早 期 代

数”显然 还 不 是 深 入 人 心 的 教 学 理 念。尽 管

中国数学教育历来有 重 视 代 数 教 学 的 优 良 传

统，但在普通教师的 日 常 教 学 中，有 意 识 地 寻

找“数与代 数”的 内 在 联 系，并 在 算 术 教 学 中

渗透与 培 养 代 数 思 维，尚 有 较 大 作 为 空 间。

因此，关注“早期代数”教 学，重 视 对 学 生 早 期

代数思维的 渗 透 与 培 养，亦 是 中 国 小 学 数 学
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教师的重要努力方向。

一、早期代数思维的内涵及课程培养目标

如何理解早期 代 数 思 维？墨 尔 本 大 学 麦

克斯·斯 蒂 芬 斯 教 授 给 出 了 浅 显 易 懂 的 解

释：早期代 数 思 维 是 指 虽 然 在 小 学 低 年 级 的

数学中没有 出 现 正 式 的 代 数 形 式，但 在 数 的

教学中需要注意培养学 生 对 代 数 关 系 与 结 构

的理解。可见，早期 代 数 思 维 的 渗 透 与 培 养，

并不是让 学 生 提 前 学 习 代 数 符 号 或 表 达 式，

而是让他们 初 步 感 受 代 数 的 核 心 思 想，为 以

后转换到代数学习做好准备。

我国《义 务 教 育 数 学 课 程 标 准（２０１１年

版）》在 各 学 段 都 安 排 了 四 个 部 分 的 课 程 内

容：“数 与 代 数”“图 形 与 几 何”“统 计 与 概 率”

“综合与实践”。“数与 代 数”被 置 于 同 一 内 容

领域并贯穿于每一 学 段 的 教 学 之 中。虽 然 代

数知识（式与方程）的 正 式 引 入 被 安 排 在 第 二

学段，但由于教学内 容 编 排 是 螺 旋 上 升、逐 步

加深的，所 以 在 第 一 学 段 就 已 经 有 了 代 数 知

识的逐 步 渗 透。由 此 可 以 看 出，我 们 已 经 关

注到“数与 代 数”教 学 的 连 贯 性 与 一 致 性，并

且在第一学段就为后续 正 式 的 代 数 学 习 做 好

了准备 和 铺 垫。例 如，在 苏 教 版 小 学 数 学 一

年级教材中出现的如 图１所 示 的 解 决 问 题 的

情境，其实 就 是 早 期 代 数 思 维 的 启 蒙。“８＋

　　　

图１

（　　）＝１０”中的“（　）”可以看作“△”或“□”，

也就是以后方程中的未知数。图中提供两种思

维过程，引导学生思考“１０可以分成８和几”（或

“８和几可以凑成１０”），以及采用“想减法，算加

法”的思路。无论是对加减法互逆关系的运算，

还是对加法算式中未知加数的求解，都可以渗

透初步的代数思维，作为正式学习的铺垫。

美国 的 数 学 课 程 内 容 被 划 分 为 五 大 领

域：“数与量”“代数”“几 何”“测 量”“数 据 分 析

和概率”。其 中“数 与 量”和“代 数”分 别 被 置

于两个不同 的 模 块，导 致 代 数 与 算 术 的 教 学

不能很好地融合，很 多 学 生 对 代 数 感 到 畏 惧，

以至于后 续 学 习 出 现 困 难。因 此，２０００年 全

美数学教师 理 事 会（ＮＣＴＭ）颁 布 了《学 校 数

学教育的原则和标准》，指 出 学 校 代 数 不 仅 是

一门课程，而且是一个“从 学 前 教 育 就 开 始 的

课程链”，让 学 生 在 初 中 低 年 级 甚 至 小 学、学

前就能初步 接 触 到 代 数 思 维，使 得 数 与 代 数

的教 学 合 理 对 接。２０１０年 全 美 州 长 协 会

（ＮＧＡ）与全美州 首 席 教 育 官 理 事 会（ＣＣＳＳＯ）

共同颁布了《数学州际共同核心标准》，特别提

及“运算和代数思 维”的 教 学 标 准（以１～３年

级为例，见表１），还给出了相关 核 心 概 念 的 具

　　　　表１

运算

与代

数思

维

一年级

表征和 解 决 包 括 加 减 法 在 内 的

问题；理解和 应 用 运 算 性 质 和 加

减法 的 关 系；２０以 内 的 加 减 法；

用加减法方程计算

二年级

表征和 解 决 包 括 加 减 法 在 内 的

问题；２０以 内 的 加 减 法；利 用 物

体获得乘法的基础知识

三年级

表征和 解 决 包 括 乘 除 法 在 内 的

问题；理解乘 法 的 性 质 和 乘 除 法

的关系；１００以内的乘除法；解决

包括四则运 算 在 内 的 问 题，并 用

算术识别和解释模式
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体表述（以对“加法”的刻画为例，见表２）。

　表２

加法

未知

结果

　　有２只 兔 子 坐 在 草 地 上，又 有３只

兔子跳到 那 里，现 在 草 地 上 一 共 有 多 少

只兔子？

　　２＋３＝？

未知

变化

条件

　　有２只 兔 子 坐 在 草 地 上，又 有 一 些

兔子跳到 那 里，共 有５只 兔 子。有 几 只

兔子跳到那里？

　　２＋？＝５

未知

初始

条件

　　一些 兔 子 正 坐 在 草 地 上，又 有３只

兔子跳到 那 里，共 有５只 兔 子。之 前 草

地上有几只兔子？

　　？＋３＝５

　　表２中 对 加 法 模 型 的 解 释 也 印 证 了 表１
中对一年级“运算与代数思维”的要求，这样的

要求与图１中问题的解决算式颇有相似之处。

从以上分 析 可 以 看 出，中 美 两 国 都 对 早

期代数思维 的 培 养 有 明 确 的 目 标 和 要 求，并

在教材 层 面 也 有 相 应 的 贯 彻 和 落 实。那 么，

我们能否从实践层 面 进 行 分 析、研 究，寻 找 差

距，获取经验呢？

二、早 期 代 数 思 维 渗 透 与 培 养 的 教 学

策略

我国对于代数知识 的 正 式 引 入 是 在 小 学

第二 学 段（４～６年 级），美 国 引 入 时 间 略 晚。

小学阶段被认为是早期 代 数 思 维 渗 透 与 培 养

的关键时期，然而，早 期 代 数 思 维 的 渗 透 与 培

养对于很 多 教 师（尤 其 是 长 期 执 教 第 一 学 段

的教师）来说，还是 一 个 比 较 陌 生 的 内 容。这

可能是因为 自 身 专 业 素 养 的 缺 失，以 及 对 后

续教材编排 体 系 缺 少 了 解；也 可 能 是 因 为 教

材中没有明 确 的 代 数 形 式 出 现，通 过 哪 些 合

适的教学内容提前渗透也是一个难题。

（一）互逆运算———理解结构，把握关系

表３呈现的是中 美 两 国 研 究 课 的 部 分 课

题。需说明 的 是，这 些 课 题 均 是 由 教 师 自 主

选择的，它们大多是相同或接近的，说明两国

　表３

中国（苏教版小学数学教材） 美国（Ｇｏ　Ｍａｔｈ／Ｍｙ　Ｍａｔｈ）

一
年
级

第一册第八单元 一图二式 Ｇｒａｄｅ　１Ｔ２ Ｆａｃｔ　Ｆａｍｉｌｙ（算式组）

第二册第三单元 一图四式 Ｇｒａｄｅ　１Ｔ９
Ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｉｔｙ　ｏｆ　Ａｄｄｉ－

ｔｉｏｎ（加法交换律）

二
年
级

第三册第三单元 ６的乘法口诀 Ｇｒａｄｅ　２Ｔ３ Ｆａｃｔ　Ｆａｍｉｌｙ（算式组）

第四册第六单元 三位数加三位数 Ｇｒａｄｅ　２Ｔ４ Ｆａｃｔ　Ｆａｍｉｌｙ（算式组）

三
年
级

第六册第一单元
两位 数 乘 两 位 数（不

进位）
Ｇｒａｄｅ　３Ｔ５

Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ　Ｉｎｖｅｒｓｅ（乘

除法的关系）

第六册第一单元
练习课：发 现 乘 法 计

算中的规律
Ｇｒａｄｅ　３Ｔ１４

Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｖｉｔｙ （Ｉｎｆｏｒｍａｌ）

［分配律（渗透）］

四
年
级

第八册第六单元 加法交换律 Ｇｒａｄｅ　４Ｔ８
Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ　Ｉｎｖｅｒｓｅ（乘

除法的关系）

第八册第六单元 乘法分配律 Ｇｒａｄｅ　４Ｔ１５
Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｖｉｔｙ （Ｉｎｆｏｒｍａｌ）

［分配律（渗透）］
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图２

熟手教师已经不约而同 地 意 识 到 在 这 些 课 题

的教学中可以渗透与培养早期代数思维。

中美两国小学数学 教 材 中，都 有 类 似“一

图二式”“一图四式”的 教 学 内 容，美 国 教 材 中

把这样 的 算 式 称 为“Ｆａｃｔ　Ｆａｍｉｌｙ（算 式 组）”。

虽然教材内 容 相 近，但 通 过 问 卷 调 查 和 访 谈

发现，中国 学 生 对 互 逆 运 算 的 掌 握 明 显 优 于

美国学 生。对 互 逆 运 算 的 前 测 结 果 显 示：美

国学生使用正 向 思 维 解 答 人 数 占１４％，使 用

逆向思维 解 答 人 数 占９％，其 他 方 法 为５％；

中国学生使用 正 向 思 维 解 答 人 数 占３３％，使

用逆 向 思 维 解 答 人 数 占３９％，其 他 方 法 为

５％。经过互逆运算 教 学 的 后 测 结 果 显 示：美

国学生使用逆 向 思 维 解 答 人 数 占２６％，而 中

国学生则达到了５７％。

图２摘 录 了 中 美 两 国 学 生 解 答“１２－３＝
（　）”的典型思维过程。图中ａ、ｂ为美国学生，

ｃ、ｄ、ｅ为中国学生。生ａ使用了“往回数”的方

法（从１２往回数了３）；生ｂ通过关联算式９＋３

＝１２得出结果；生ｄ与 生ｂ的 想 法 类 似，都 是

“想加法，算减法”；生ｃ使用了“借１法”（２减去

３不够减欠１，十位借１减后得９）；生ｅ使用了

“连减法”（１２－２＝１０，１０－１＝９）。这些思路中

已经蕴含了一定的代数思维方法，如“若ａ＋ｂ＝

ｃ则ｃ－ａ＝ｂ”或“ａ－ｂ－ｃ＝ａ－（ｂ＋ｃ）”等。

中国学生 思 路 开 阔，得 益 于 长 期 的 口 算

训练，这种 训 练 可 能 在 他 们 很 小 的 时 候 便 开

始了。因此，即使在 一 年 级，大 部 分 学 生 都 能

比较熟练 地 进 行２０以 内 加 减 法 的 口 算。强

大的口算能力有助于 学 生 深 入 理 解 互 逆 运 算

的深层结构关系。此 外，在 低 年 级，学 生 还 经

常需要解 决“一 图 二（四）式”的 实 际 问 题（见

图３）。互逆运算的同时出现能帮助学生学会

有联系地进行思考，通 过 观 察 比 较，识 别 算 式

之间的内在 关 系，并 灵 活 地 根 据 关 系 来 解 决

　　　

图３
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问题，而不是简单 计 算 结 果。除 了 加 减、乘 除

之间的互逆关系，教 学 中 还 可 以 渗 透 加 乘、减

除之间的结 构 关 系，通 过 基 本 运 算 之 间 的 关

系比较，打通加、减、乘、除 四 类 运 算 之 间 的 内

在联系，尽 早 让 学 生 在 数 的 运 算 中 接 触 到 关

系性思维，为后续 代 数 学 习 做 好 准 备。当 然，

发展关系性 思 维 绝 不 局 限 于 互 逆 运 算，渗 透

代数思维的教学时 机 比 比 皆 是。教 师 应 深 入

挖掘，寻找浅显知识 中 隐 藏 的 代 数 思 想，并 通

过学生容易理解的方式展开教学。

（二）相等关系———数学表达，深化理解

在小学阶 段，学 生 接 触 到 的 大 多 是 数 的

具体运算，需要求 出 结 果。因 此，学 生 通 常 把

算式中常见的“＝”符 号 简 单 地 看 作 运 算 结 果

的输出符，而 对“＝”符 号 承 担 已 知 数 与 未 知

数之间桥梁 的 作 用、表 达 数 量 之 间 等 价 关 系

的重要 价 值 却 难 以 理 解。研 究 中，我 们 特 别

关注中美教师是否能更 早 地 帮 助 学 生 建 立 对

相等关 系 的 理 解。这 种 帮 助 表 现 为：有 意 识

地引导学生感受“＝”符 号 表 示 相 等 关 系 的 内

涵，感受“＝”符号两边 的 量（式）之 间 的 平 等、

对称、平 衡、等 价 的 关 系，并 鼓 励 学 生 尝 试 用

数学语 言 表 达 这 样 的 相 等 关 系。例 如，除 了

让学生 填 写 常 见 算 式６＋４＝□，也 会 特 意 安

排学生填写１０＝□＋□，６＋□＝５＋□。

对于帮助 学 生 建 立 相 等 关 系，中 国 教 师

比美国教师更加深 入。这 必 须 归 功 于 教 材 的

编排。如苏教版小学 数 学 教 材 从 一 年 级 开 始

就设计了多种多样的例 题 或 练 习 来 帮 助 学 生

加深对“＝”符号中相等关系的理解（见图４～
图６）。如图６，学 生 可 以 不 用 计 算 结 果，仅 思

考等号两边 式 子 的 相 等 特 征，从 而 感 受 一 种

类似于天平 的 平 衡 关 系。例 如，在９＋３＝□

＋□这个等 式 中，从 一 个 加 数９中 减 去１，则

另一个加数３就得加上１，才能维持等式两边

平衡（相等），即９＋３＝８＋４。这 其 中 便 隐 含

着ａ＋ｂ＝（ａ－１）＋（ｂ＋１）这 样 的 代 数 关 系，

还可以进 一 步 引 申 为ａ＋ｂ＝（ａ－ｃ）＋（ｂ＋

ｃ）。当然，这种感 受 对 学 生 来 说，并 不 需 要 十

分深刻，但经过教师 不 断 点 拨 引 导，可 促 成 学

生对此不断 积 累 体 悟，在 数 的 运 算 中 尽 早 接

触平衡与相 等 关 系 的 代 数 核 心 思 想，学 会 运

用“＝”符号处理表 达 式、表 示 数 量 关 系 等，使

算术走向代数的过渡更为自然和顺畅。

图４

　　
图５

图６

（三）多元表征———丰富形式，探索规律

课例研究 中，我 们 发 现 美 国 教 师 更 关 注

表征形式的 个 性 化，而 中 国 教 师 则 更 关 注 表

征内涵的深刻性。美 国 教 师 更 舍 得 花 费 时 间

给予学生个 性 化 表 征 的 空 间，更 乐 意 用 具 体

形象的表征形式让学 生 理 解 比 较 抽 象 的 数 学

内容。所 以，美 国 课 堂 给 人 的 总 体 印 象 是

“慢”，即 容 量 小，节 奏 慢，教 师 与 学 生 都 很 从

容；而中国 教 师 更 喜 欢 鼓 励 学 生 进 行 具 有 较

高思维难度 的 抽 象 性 表 征，更 愿 意 用 概 括 的

形式让学生理解数学 内 容，因 此，中 国 课 堂 给

人的总体 印 象 是“满”，即 节 奏 快，内 容 多，要

求也相对更高。

对于同一问题情境采用不同的表征方式能

使学生认识到问题的本质，理解不同表征方法

之间的共同特征。研究中发现，教师要尽量鼓

励、引导学生尝试用半抽象或抽象的符号语言

来描述数量关系，让学生充分感受符号表征的

简洁与概括，才能尽早开启代数思维的大门。

以运算律的教 学 为 例。美 国 教 材 把 加 法
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交换律的内 容 编 排 在 一 年 级，一 位 美 国 教 师

教学运算律时，运用了“彩 色 圆 片”和“方 块 火

车”（一种用两种颜色 的 小 正 方 体 积 木 拼 接 成

的长方体模型）表征，让 学 生 用 彩 色 圆 片 和 方

块火 车 分 别 摆 出“２＋３”和“３＋２”的 算 式，再

通过交换位置、反复 比 较，初 步 感 受 其 中 和 不

变的规律。其使用的 表 征 方 式 直 观、具 体，但

也比较单 一———当 然，这 样 的 教 学 安 排 与 学

生的年龄 小 也 有 关 系。而 中 国 教 材（以 苏 教

版教材为 例）对 加 法 交 换 律 的 正 式 安 排 在 四

年级，因此，课堂上大 多 数 中 国 教 师 会 鼓 励 学

生写出一些与“３＋２＝２＋３”具 有 同 样 特 征 的

算式（如“１０．５＋２０．１＝２０．１＋１０．５”“１５＋
２
５

＝２５＋
１
５
”等），尝试寻找反例，最终通过 不 完

全归纳法得出加法 交 换 律 的 结 论。在 此 过 程

中，学生往往会尝试 用 图 形、符 号 甚 至 字 母 去

表征算式 的 特 征（如“△＋□＝□＋△”以 及

“ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ”等），并 深 入 讨 论 符 号 和 字 母 等

不同表征方式之间 相 同 的 数 学 内 涵。中 国 教

师更善于帮 助 学 生 用 抽 象、概 括 的 数 学 语 言

描述现实世界中复 杂 多 变 的 数 量 关 系。这 种

抽象的 符 号 表 征 对 发 展 学 生 的 思 维 颇 有 益

处，也是后续代数学习的重要积累。

在“探索 规 律”的 教 学 研 究 上，中 国 教 师

也比美国教师更胜 一 筹。中 国 教 师 常 常 会 借

助对图形、算式中变 化 规 律 的 探 索，帮 助 学 生

感受初步的函数模 型。即 使 教 材 中 并 没 有 明

确要求，教师在教学 中 也 会 补 充 一 些 练 习，帮

助学生深化认识。

例如，教师可以设置如下练习：

摆一个正方形需要４根小棒，摆一摆，想

一想，填一填。

正方形的个数 １　 ２ …

小棒的根数 ４ …

　　这样的 操 作 实 践，往 往 能 激 发 学 生 探 究

的兴趣。在 讨 论 的 过 程 中，学 生 会 发 现 有 很

多有趣 的 结 构 和 联 系。比 如，小 棒 的 根 数 总

是正方形个数的４倍，因 此，无 论 摆 的 数 量 怎

样变化，其中都包含 一 个 不 变 的 规 律，即 正 方

形的个数×４＝小棒 的 根 数，还 可 以 想 成□×

４＝□（正 比 例 函 数 的 模 型 也 隐 含 其 中）。基

于这样的关系，无论 摆 多 少 个 正 方 形，都 可 以

通过４倍的关系求 得 小 棒 的 根 数；反 之，也 可

以通过摆了 多 少 根 小 棒，用 逆 运 算 求 出 正 方

形的个数；还可以感 受 因 数 与 积 的 变 化 规 律，

尝试用不同的方式去 表 征 正 方 形 个 数 与 小 棒

根数之间的 关 系，进 一 步 加 深 图 形 变 化 中 探

索规律的学习经验。

再如，教师还可以通过一些简单的数列，

如１，３，５，７，９，…，让 学 生 探 索 一 列 规 律 排 列

的数彼此之 间 的 位 置 与 数 值 关 系，寻 求 这 列

数中的其他未知项。虽 然 学 生 很 可 能 用 一 个

一个往下数 的 办 法 寻 求 答 案，但 显 然 他 们 也

能想到用图形、字母 表 征 的 方 法，探 索 每 一 个

数与前后两 数 之 间 的 联 系，并 运 用 关 系 建 立

模型解决问题。

可见，多 元 表 征 引 导 学 生 从 模 型 的 算 术

意义走向代 数 内 涵 的 理 解，帮 助 学 生 积 累 数

学学习中模 式 与 规 律 探 索 的 学 习 经 验，减 少

从具体 形 象 思 维 到 抽 象 概 括 思 维 过 渡 的 障

碍，对早期代数思维的培养也具有重要意义。
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